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PIÈCE  POUR  LE  CONCOURS 

SUR  LA  QUESTION  RELATIVE  AUX  MAXIMA  ET  MINIMA 
DES  INTÉGRALES  MULTIPLES; 

PAR(M.)SARRUS. 


A  force  d'étudier  un  sujet  sous  toutes  sortes  de  faces , 
on  finit  par  en  déduire  quelque  chose. 


L'Académie  des  sciences  de  Paris  a  proposé  de  trouver  ies 
équations  aux  limites  que  l'on  doit  joindre  aux  équations  indé- 
finies ,  pour  déterminer  complètement  les  maxima  et  les  minima 
des  intégrales  multiples. 
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Elle  a  demandé,  en  outre,  des  applications  relatives  aux  inté- 
grales triples. 

J'ai  cru  devoir  essayer  de  satisfaire  auK  vœux  de  l'Académie  ; 
je  crois  avoir  réussi ,  et  je  viens  lui  présenter  le  résultat  de  mes 
recherches. 

Convaincu ,  par  une  longue  expérience ,  que  des  points  de 
repos  nombreux  et  convenablement  choisis  facilitent  beaucoup 
la  lecture  des  recherches  scientifiques,  j'ai  partagé  mon  travail 
en  plusieurs  chapitres,  chaque  chapitre  en  plusieurs  paragraphes, 
chaque  paragraphe  en  plusieurs  articles. 

Dans  le  premier  chapitre,  je  commence  par  fixer  le  sens  des 
notations  qui  seront  employées  dans  le  reste  de  l'ouvrage;  après 
cela,  je  donne  les  moyens  de  différentier,  par  rapport  à  un  pa- 
ramètre, soit  une  intégrale  définie  quelconque,  soit  d'autres 
expressions  qui  ont  une  grande  analogie  avec  ces  sortes  d'inté- 
grales; je  déduis  de  là  certaines  formules  de  transformation  qui 
peuvent  rendre  de  grands  services  dans  le  calcul  des  intégrales 
définies  et  les  applications  du  calcul  aux  sciences  physiques,  et 
j^  que  je  regarde  comme  indispensables  dans  les  applications  du 

"O  oi  calcul  des  variations.  Je  termine  ce  chapitre  par  des  considéra- 

tions qui  permettent  de  simplifier,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
les  formules  générales  précédemment  obtenues. 

Dans  le  second  chapitre,  je  développe  le  calcul  direct  des  va- 
riations d'après  le  mode  d'exposition  adopté  par  Lagrange  :  de 
cette  manière,  ce  développement  devient  une  simple  application 
des  calculs  du  premier  chapitre.  Les  formules  trouvées  ainsi  sont, 
sans  doute ,  moins  symétriques  que  celles  que  l'on  pourrait  trou- 
ver d'une  autre  manière  ;  elles  semblent  même  différer  d'une 
manière  absolue  de  celles  que  l'on  connaissait  déjà  pour  les  cas 
de  deux  et  trois  variables;  mais  je  fais  voir  que  cette  différence 
n'est  que  de  pure  apparence,  et  qu'elle  ne  provient  que  de  ce 
qu'on  a  opéré  chemin  faisant,  et  sans  s'en  apercevoir,  certaines 
transformations  nécessaires  qu'il  faudrait  effectuer  plus  tard. 
••-      ^  •  ^  Dans  les  applications  du  calcul  des  variations,  on  sait  ramener 
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iâtis  les  cas  à  celui  où  les  variations  des  inconnues  sont  indépen- 
dantes Ttes  unes  des  autres.  Dans  le  troisième  chapitre,  je  suppose 
la  question  ramenée  à  ce  point,  et  je  donne  les  moyens  de  par- 
venir, soit  aux  équations  indéfinies,  soit  aux  équations  aux  limites, 
,  que  l'on  doit  joindre  à  ces  dernières  pour  avoir  toutes  les  équa- 
tions nécessaires. 

Dans  le  quatrième  chapitre,  je  développe  les  formules  qui  ont 
lieu  lorsque  le  nombre  de  variables  indépendantes  ne  dépasse 
pas  trois,  et  j'indique  une  traduction  géométrique  de  ces  for- 
mules qui  a  l'avantage  de  les  matérialiser.  "^ 

Dans  le  cinquième  et  dernier  chapitre,  je  traite  trois  ques- 
tions particulières,  et  j'indique  quelques  aperçus  sur  les  moyens 
d'employer  les  équations  aux  limites,  sans  cependant  intégrer  les 
équations  indéfinies. 

Dans  tout  le  cours  de  ces  recherches,  je  fais  un  fréquent  usage 
de  deux  signes  d'opérations  7  et  V,  que  je  me  suis  vu  forcé 
d'adopter.  Le  premier  est  un  simple  signe  de  substitution  ;  il 
peut  être  extrêmement  utile  dans  les  hautes  mathématiques ,  et 
même  dans  les  parties  élémentaires  :  je  crois  qu'il  serait  bon 
d'introduire  dans  l'enseignement,  soit  ce  signe  même,  soit  tout 
autre  signe  équivalent.  Quant  au  signe  V,  il  était  moins  néces- 
saire; mais  il  m'a  permis  de  concentrer  dans  qaelques  formules 
des  résultats  dont  le  nombre  eût  été  rebutant,  et  dont  il  eût  été 
presque  impossible  d'apercevoir  la  loi.  Beaucoup  de  calculs  re- 
posent sur  certaines  propriétés  des  signes  7  et  V  qui  leur  sont 
communes  avec  ceux  d'intégration  et  de  diiférentiation,  et  avec 
lesquelles  il  convient  de  se  familiariser  ;  elles  se  trouvent  expo- 
sées aux  articles  5,  i5,  2  3,  2  4. 

Par  inadvertance,  le  quatrième  paragraphe  du  deuxième  cha- 
pitre se  trouve  mal  numéroté.  Comme  aucun  renvoi  ne  se  rap- 
porte à  ce  paragraphe ,  il  n'en  résulte  aucun  inconvénient. 


RECHERCHES 

y       CHAPITRE  PREMIER. 


1. 

1 .  Pour  faciliter  la  comparaison  des  intégrales  définies  mul- 
tiples, nous  supposerons  que  l'on  procède  aux  intégrations  simples 
dont  elles  dépendent  dans  un  ordre  constant  et  déterminé,  d'a- 
près lequel  nous  classerons  les  variables  indépendantes ,  de  telle 
manière  qu'en  désignant  les  variables  par 

les  intégrations  simples  devront  être  effectuées  dans  l'ordre  in- 
diqué par  l'expression 

fdxfdxifdXf  •  .  .  fdxn  —  i  fudxn^ 

2.  Chacune  des  variables  indépendantes  doit  être  renfermée 
entre  des  limites  qui  dépendent  de  la  question  que  l'on  veut 
résoudre ,  et  qui  sont  tantôt  connues  et  tantôt  inconnues.  Quoi 
qu'il  en  soit ,  nous  désignerons  les  limites  inférieures  respectives 
des  variables  x,  x^,  x^, .  .  .  Xn,  par 

III  _,' 

X  ,   Xi,  Xf,   ...»  Xjif 

et  les  limites  supérieures  par 

//     //      //  // 

XfXijXi,    ....Xfi. 

D'ailleurs,  d'après  la  nature  des  intégrales  définies, 

Les  limites  x  „  et  x"„  de  la  variable  Xn  peuvent  être  des  fonc- 
tions de  X,  Xi,  Xi,  ...  Xn  —  n  mais  elles  doivent  être  indépen- 
dantes de  Xn; 

Les  limites  x'n—i.  et  x"n^  i  ^e  la  variable  x„_,  peuvent  être  des 
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fonctions  de  x,  x\,  x^ .  .  Xn—t,  niais  elles  doivent  être  indépendantes 
de  Xn—i  et  de  x„; 

Et  ainsi  de  suite ,  jusqu'aux  limites  de  la  variable  x,  qui  doivent 
être  indépendantes  de  a;,  a;, ,  a;,,  .  .  .  x„_i  et  x„. 

3.  Afin  de  diminuer  le  nombre  de  formules,  nous  désigne- 
rons par 

J'  Ji'  J*'  J31   •   •    •  Jn—ii  Jnf 

une  suite  de  fonctions,  respectivement,  de  même  nature  que  les 
limites  du  dernier  article ,  de  telle  sorte  que ,  pour  un  indice  quel- 
conque p,  jp  sera  indépendante  des  variables  a?p ,  Xç,^^,  x^^^,...  x^; 
mais,  à  cela  près,  ces  fonctions  pourront  être  quelconques. 

Dans  les  applications,  jp  devra  être  remplacée  par  l'une  ou 
l'autre  des  limites  x'p,  x"p. 

4.  Nous  aurons  à  considérer  des  expressions  que,  d'après  la 
notation  de  Fourrier,  nous  devrions  écrire  sous  les  formes  sui- 
vantes: 

uàx,      I      u.àxy^      I     uàx^^  ....      I     viàxn, 

x  J     x\  «/      ^'2  J     X  n 

dxg  I  dxy^i  j         dxg^^.  •  •  •    I      udxh; 

mais  pour  simplifier  les  écritures,  nous  nous  bornerons  à  écrire 
à  leur  place 

fudx,  fadx, ,  fadXi ......    fudxn, 

fdxgfdxg^ifdxg^i, fudxh, 

et  afin  d'éviter  toute  chance  d'erreur,  nous  n'emploierons  jamais 
ces  dernières  expressions  dans  une  acception  différente. 

5.  Nous  emploierons  la  caractéristique  7  dans  une  acception 
telle  que, 

Si  dans  une  fonction  quelconque  u,  dépendant  d'une  quantité 
pareillement  quelconque  p,  on  vient  à  remplacer  cette  dernière 
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par  une  nouvelle  quantité  pareillement  quelconque  9,  l'on  ob- 
tiendra un  certain  résultat  que  nous  désignerons  par 

lia. 
De  cette  manière,  nous  aurons  identiquement 

(,)  JJ'^rf,=  i/._i;'„,. 

de  plus,  si  une  fonction  r  ne  dépend  point  de  p,  nous  aurons 
identiquement 

(3)  7pra  =  r  7^  tt  et  7pr==r. 

L'emploi  de  cette  notation  7  nous  conduira  à  des  expressions 
de  la  forme 

^/  7-^'  H      7"^  7-^'  7^'  Il  7-^  7-^'  7*^*  l-^"  /i 

'  j;    '  a;,  t*  >       '  x    '  x,    'a;,   t*  >  •  •  •   •        '  a;    '  a;,    '  x,  •  •   •    '  a;,  «*  > 

/(ia;  7 i;  tt ,    /^/o?  fdx,  1  i\  li\  u,    fdx  fdx, .  .  .  fdxh  7:^;^^ ] .  .  .  7  i> , 

dont  la  signification  n*a  pas  besoin  d'explication  particulière. 

6.  Afin  de  pouvoir  comprendre  sous  une  forme  commune 
et  les  intégrales  définies  et  les  expressions  que  nous  venons  de 
citer  dans  notre  dernier  article,  nous  aurons  recours  à  une  nou- 
velle caractéristique  V,  que  nous  emploierons  dans  une  accep- 
tion telle,  qu'en  désignant  par  a,  et  /3,  deux  constantes  données, 
mais  d'ailleurs  quelconques,  l'on  ait  identiquement 

(A)  Vj^a=  a.  7^.  «-I-/3. /ttcir,. 
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Dès  lors,  en  faisant  a,  i:^  o  et  /S,  =  i ,  on  aura,-  quelle  que  soit 
la  valeur  de  p, 

tandis  qu'en  faisant  /Si  =:  o  et  a,  ==  i ,  on  aura 


%    *  ' 


•-'    ¥•  r.        '  '      -r.  -r.        '        '      T-.  /r.  '        '      T.  »-. 


Xi 


7.  Cette  nouvelle  caractéristique  V  nous  conduira  à  consi- 
dérer des  expressions  telles  que 

dont  la  forme  indique  suffisamment  la  nature. 

8.  Telles  sont  les  différentes  conventions  dont  nous  suppo- 
serons l'admission  dans  tout  le  cours  de  ces  recherches  ;  en  outre , 
dans  les  deux  premiers  chapitres  nous  désignerons  par  t  un  pa- 
ramètre indépendant  de  x,  Xi ,  o^, , .  .  a;„ ,  et  que  nous  suppose- 
rons variable. 

D'ailleurs,  toutes  les  fois  que  nous  croirons  devoir  restreindre 
la  généralité  des  différentes  conventions  précédentes ,  nous  aurons 
le  soin  d'en  avertir  d'une  manière  expresse. 

2.         ' 

X; 

9.  Pour  un  moment,  nous  désignerons  par  ¥(i,  Xi)  une  fonc- 
tion quelconque  du  paramètre  t,  de  la  variable  a?,,  et,  s'il  y  a 

lieu,  des  autres  variables  indépendantes;  en  outre,  nous  ferons 

«/lonov  /iu.oii 

dF  {t,Xi)  ,  .  r.f  /.«  •■     f   •  ^ 

— —^  =  (p[t,  Xi}^i^iU^j'iOiam)  3iién  i-.i/ij 
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dès  lors  nous  aurons  identiquement 

dxj  dt 

,  d\F{t,x\)-F(l,x\\  dx"  do:' 

(7)       J, :^(p[t,Xi)-(p(t,X-:)+—'\>[UXi)-  —  m,Xi). 

Mais  les  équations  5  et  6,  intégrées  par  rapport  à  Xi,  nous  don- 
neront 

¥(t,  x"i)—¥[t,  x'i)  =  j^{t,  Xi)dxi, 

di(t,x,) 


(p{t,x"i)--(p{t,x'i)  =  fdxr 


dt 


Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'équation  7,  cette  dernière  f 
changera  en 

df^{t,x,)dx^  dj^it^  dx-\       ,  dx'ri^'/f^     ' 

Maintenant,  nous  ferons  pour  abréger, 

;|/(^  Xi)  =  a; 

c«la  nous  donnera  (article  5): 

d-l[t,X:]  du      ,  ,        ,,  .Xi  ,  ,         ...  _x  f 

et ,  par  suite ,  l'équation  8  prendra  cette  nouvelle  forme  : 

.    .  d Çadx:  rdu    j  dx":   ^ a;",  dx  i   ^x , 

(9)  -V-  =  iTt^""^  -^  TT  ^-.  «  —  77  V  «' 

dans  laquelle  u  pourra  représenter  une  fonction  quelconque. 

10.  Après  cela,  nous  remplacerons  dans  la  formule  9,  que 
nous  venons  de  trouver,  la  fonction  a  par  l'intégrale  fudxi  ^  ,. 
Gela  nous  donnera  d'abord 

dfdxjfudxj^i  .        dfudxi^,  dx^    x"i  ^    ,  ■  dx'i.x'i     .    , 
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Mais  un  nouveau  calcul  semblable  à  celui  du  dernier  article 

nous  donnerait  ^Oj  énii^  matfim  $à  aa^  js  ,t»iqff»i<;  «i>i<j  Qartok  miii 

ix  j"^'-^'df   "^       ai         x,^,^  dt       '•^.-Hi^/  '}'.; 

substituant  donc  cette  valeur  dans  le  résultat  précédent ,  il  viendra 

dfdx^fud^,^,  du  .        ch;;^^x",^ 

-,      </x',^_,     x',^,  <^^".-f-i  >,^".-    /.     ,     '''lV:>i'H)dx'ix'i    .         ■] 

1  1 .  Après  cela ,  nous  pourrons  remplacer  dans  cette  dernière  for- 
mule la  fonction  u  par  l'intégrale  Judxi^^,  et  en  continuant  de  la 
même  manière,  nous  parviendrons  à  la  formule  générale  suivante, 
dans  laquelle  k  exprimera  un  indice  quelconque  plus  grand  que  i. 

I       \       dfdxifdxi^^...fadx^  rj       rj  ri  r  i  ri      ^u 

(11]     ji =  jdxi  jdxi^  1  Jdxi^^ ....  jdxk  _ ,  jdxk  -jj 

,-h  fdx,fdxi^,~^^ll;Xl.  .  .  fdxk-Jdxk.u 
-i-  fdxi~f^lV^2]f'^'^i^^-  •  'f'^^k-Jdxk.a 

"^  IF  '^•r,  fd^i-^-i  fdxi^^ .  .  .  fdxk^i  fdxk .  M 
^idi^ii^v  ~fdxifdxi^Jdxi^,,..fdxk^/^f^^.u 

—  fdxifdxi^Jdxi^,..  --^^C,*!!  J^^/t.tt 


-»1«.»«U»  ij 


u\ 


~  fdxi  fdxi^,~^lVZl-^'  -fdxk-Jdxk.u 

.«,5^1  ,r~^^^'  -irr'^'l-Zfd^i-^.-  '  .fdxk-,  fdxk.a 

—  "df  ^.'  ./^'^  1  fdx{^,  .  .  .  fdxk- ,  jdxk .  a , 


dont  la  forme  est  on  ne  peut  plus  régulière. 


'î:^  ,  Ifîrs' 


lO. 
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1 2 .  On  peut  donner  à  la  formule  que  nous  venons  de  trouver 
une  forme  plus  simple,  et  par  là  même  plus  commode.    À)  Mfofî 

Nous  avons  vu  (article  5)  que  si  une  quantité  r  ne  dépend 
point  de  p,  on  a  identiquement 

(3)  7jru  —  r7^tt; 

Nous  avons  encore  vu  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'in- 
dice p,  les  limites  x'p  et  x"p  ne  dépendaient  d'aucune  des  va- 

riames  .Xn  ^  ocn  _j_  j ,  jOn  _(_  j .  .  . 

NpuSj  4pYons  doue  avoir  identiquemfipt  ^-^,..   ,   ,^,, 


Gela  posé,  nous  remplacerons  dans  ces  deux  dernières  équa- 
tions la  fonction  v  par  l'intégrale  fdxp^ifdxp^t.  .  .fadxk,  dans 
laquelle  k  exprimera  un  indice  quelconque  plus  grand  que  p,  et 
par  là  elles  se  changeront  en 

'^  lt!  !^  ^Jdxp_^,.  ,  .Jadxk  rrr  1^^ ^  fdxp^Jdxp^.,    .  .fadxk, 
:^  7^"'  fdxp^Jdxp^,.  .  .fudxk  =:  f^^^Jdxp^Jdxp^,.  .  .  fadxk. 

Mais  les  facteurs  -p ,  -^ ,   étant  indépendants  des  variables 


'^p  -H-  1   1        -^p- 


.  .    peuvent  passer  sous  les  signes  d'intégrations 
relatives  à  ces  variables  :  nous  pouvons  donc  écrire  encore 

^  li;!dxp^,jdxp^,...fudx,  ==  7^;  fdxp^Jdxp^,...fdj;,,u  ^, 
^  i::fdxp^jdxp^....fadx,  =  il;  fdxp^Jdxp^....fdx,.a  '^. 

Enfin,  en  désignant  par  g  un  indice  quelconque  moindre  que  p. 
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nous  déduirons  de  ces  deux  dernières  formules  les  deux  sui- 
vantes : 

fdx^...  fdxp^^,    '!f-L^^fdxp^,...fadxi,=zfdXg...fdxp^,  ^l' fdxp^,.  .fdxk.u'^, 
au  moyen  desquelles  l'équation  i  i  prendra  cette  nouvelle  forme: 

(^3j    l.jd.Jd.^....fud.,^  fdXifdXi^JdXi^, fdx,.  ^ 

fHinv^  oijla  i<^'>  Ai,  aoikiir-iH  fdxî  fdxi^i  fdxi^i.  uâ  ii  ,^Af'-te~- 

^r-  Jdxifdxi^,^'^"'^^  .  .r.^\fdxk.u  ^"'-^' 
-^  fdxi 7  ^''-^'  fdxi^^ fdx], .  a  i^^^ 

^  —   fdXifdXi^JdXi^,,...      f'"     a^ 

—  fdxifdxi^,  7  ^''-'  .  .  .         fdxk  u  ^^ 

—  /"(/j;.  ^^Ll±i  fdxi^, fdxj,  u  ^f±ti 

ioifp'-ilVnoriiRoqxa'! — fî^.'  ^f^Hi  Jdxi^^ .  un^dior)fdxk  u  ^. 
A  jio'UfihUdin'.  '*l>^iJ]>itfci'ïf»1:*fi'ift3  bl  ab  HGî*i?K|o  ,., 
1 3;.  Çopime  chacune  des  variables  a;,  Xi.,.  a:?,_L  et  Xk^^,,  vUt-^,, . . 
qui  sont  différentes  de  xi,  x,^^^, .  .  .Xk,  peut  donner  lieu  à  un  cal- 
cul semblable  à  ceux  des  articles  précédents,  on  voit  qu'en  dési- 
gnant par  j  fi  ^^^  quelconque  des  variables  qui  sont  différentes 
de  Xi,  Xi^i, .x^^t,\  .  Xif,  on  aura  encore      ^(ib[)  laDelamoi  ): 

a* 
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-fd^Jdx,^ C."'^ 

dx  1., 


Ur>  :rih~  fd^iCiZ:  '  "    i^*^" 


i/il  Oijf)  »  :;îl>ii't    J      '  '  a;. .4.1  J      "  j^^ 

dx\ 
dxp, 


—  ll;fdxi^,....fdx,,u  ^. 


Toutefois,  il  faudra  observer  que  si  l'indice  fx  est  plus  grand 
que  k,  les  dérivées 

dx'i       dx'i_^..i        dx  i^i  dx\      dx'i       dx'i^i  dx\ 

dxij.  dx^  dxu  dxfi       dx^  dxa  dxf^ 

seront  identiquement  nulles,  et  que,  par  suite,  la  formule  pré- 
cédente se  réduira  à 

(i5)  <^/<^./'^^^^.-->^>  ^  jd^^fdx^^..  .  .  ./fe.  ;^. 


3. 

1  k'  Nous  consacrerons  ce  paragraphe  à  l'exposition  de  quelques 
propriétés  de  la  caractéristique  de  substitution  7. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  (article  5),  pour  avoir  la  va- 
leur  de  -J-J    «!■!(•  ^„_.  ,  .  ■-•      ■.■   {^•;',,i' 

11  faut  remplacer  dans  la  fonction  a  la  quantité  p  par  la  nouvelle 
quantité  q  :  dès  lors,  on  voit  que  pour  avoir  la  valeur  de 

il  suffira  de  faire  une  pareille  substitution   dans  chacune   des 
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fonctions  composantes  u,  v,  ii;.  ..  on  aura  donc  identiquement 

(.6)  ilf{„,v.w,...)=f{lln,  ilv.llw....): 

ce  qui  nous  donnera,  comme  cas  particuliers,  '     <"      "- 

(17)         ll{u'\-v^w-h-  .  .)  =  lla-\-^1^v  —  l1^w-h 

(18)  7j{tt.   V.  W.    .    .)    =    7^  H.    7^  V  .    7^?^.    .    .;„    .iif,fT!. 

i5.   D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  nous  aurons  d'abord 
nous  en  déduirons 

i;  i;:f{«.  ".  «-.•.•  •)  =  7^/(7^;  «,  7j;«,  7^;».. .  .)• 

et  par  suite , 

(•9)  7^  i;:f{u,  v,u,... .)  =/(ij  ^ll  a, ,;  1^; .,  7; ly. . . .). 

En  continuant  d'une  manière  analogue,  nous  parviendrons  à 
la  formule  suivante  : 

\       I      Ip'pi  'Ps-J^     >       >        >  I  J\lplp^       Ip^     ''p'Pi         'Pa     '  '  P  'pt        'pg      '         / 

qui  nous  donnera,  comme  cas  particuliers,  ^^ 

V  /         'P'PI  'Pg\        ^  ^  I  '  P'PX  'Pg^'p'Px  'P,  'P    'pr  'Pg         ^ 

(22)    1I1V...1I'  (av.w.  .  .)  =  7^7'^'..7'^'«.7''7''..7'''v.7''7'''..7*''ït. 

^       '     'P'Px         'Ps^  I  'p'Pi       '  P9        'p'Pi       'Pg        'p'pi       'Pa      

16.  Nous  avons  déjà  vu  que  si  r  est  indépendante  de  /),  on  a 


(3) 


il  ''«=  ri^. 


Supposons  maintenant  que  r  est  indépendante  de ^,  p,,  p^,...  p»: 
dès  lors  nous  aurons 


7^;rtt 


ril[  a, 
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d'où  nous  déduirons 

et  en  continuant  d'une  manière  analogue ,  nous  trouverons  que 

et,  comme  cas  particuliers,  que  '' 

i  ^;  ip  jp,       ip^ 

17.  Pour  parvenir  aux  formules  de  dilFérentiation  relatives 
aux  quantités  affectées  de  caractéristiques  7 ,  nous  désignerons 
encore  par  F(/,  x,)  une  fonction  quelconque  du  paramètre  t,  de 
la  variable  Xi,  et,  s'il  y  a  lieu,  des  autres  variables  indépendantes  ; 
de  plus,  comme  à  l'article  9,  nous  désignerons  par  Ç>(t,  X{)  et 
t|/(^.  Xi)  les  deux  dérivées  partielles  de  cette  fonction  prises  par 
rapport  à  f  et  xi  :  dès  lors  nous  aurons  identiquement     f^    1 

Maintenant  faisons  F (/,  x-)  =  11,  ce  qui  nous  donnera  Ç>[t,  .r,)  =  — 

.  .  du  .       . 

et^[t.,  Xi)  =—;  nous  aurons  amsi 

F(/,  7)  =  lia,  (p,t,  q)  ==  llj;.   ^[l,  q)  =  llj^:- 
par  conséquent,  l'équation  26  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

u 

^  '  dl  ~^~     '^Ult     "^    dt    '^id.T,' 

De  même,  en  désignant  par  x^  une  des  variables  indépendantes 
qv^i  sont  4jft'^r(entes..d(2:3^v  nous  aurons       ,        .........      ,  .. 

q  '  a  rifh  «{ron  «toi  ««H» 

(27]  d,1a;.U  __  ^ij     du  dq     ^q    du 

'  dxu.  ^>  dxu  dxu      ^'  dxu 
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18.   Maintenant,   nous  remplacerons  q  par  j;  dans  les  deux 
formules  26  et  27  :  cela  nous  donnera 


(.8) 
(^9) 


d  li',  u                         y. 

dt     '    dt    '^. 

dxf,      '      dx^    '^i 

du 

dt                              '^i 
d   il]  u                            y. 

dx,                  ^^i 

dxr 

du, 
dxi 

mais,  par  hypothèse,  j,  est  indépendante  de  x;  (article  3),  et,  par 
suite,  il  doit  en  être  de  même  de  -  -  et  de  -^  :  on  peut  donc, 

d  t  dx^.  * 

d'après  la  formule  3  (article  5),  faire  passer  ces  dérivées  sous 
le  signe  7^'  ;  dès  lors,  en  ayant  égard  à  la  formule  1  7  (article  1 4), 
nous  pourrons  écrire 

(•\f.\  d1j;.U V.    fdu  du     dy,\ 

(3l)  ""'  "  =:::  7-^'    (  ^"       1       '^"     "^^^  ] . 

^       '  dxfi  ^i    \  dxu.  dxi    dxu  J 

19.  Après  cela,  nous  supposerons  que  la  variable  ±^  est  dif- 
férente de  Xi,  a;,_^.l,  a;,.^s, .  .  .  jjfc,  et  nous  remplacerons  dans  la 
dernière  formule  la  fonction  u  par  7^''^'  a  :  cela  nous  donnera 

d  Ixj  '^Xj^,  a  _    yi   yi^i  f^tilL  ^"    I  /^.r--*-'  I  ^/'->-i  jji\     <^"  y 

dxa  ^'     ^'-+-1    \dx/i         dxn    dx;         \    dxfx.  fLr,      dxu.  J    dx;_f_i/ 

et  en  continuant  d'une  manière  analogue,  nous  trouverons  que 

^^^1  d^^ —  ^^.■^^.-^.•••^^^te  +  ^'â^ 

da       ,  du  \ 


t. 
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dans  laquelle  nous  avons  fait,  pour  abréger, 


(33) 


Zi  = 


dxju 


dxfi 
dxu 


Z; 


Zi 


, 

dxi 


dy- 


(k-, 


Zk  = 


dyk 


dxj 


^Jk 


dxf^       '        '    dxj  <  -^  •    ^^^ 

20.   Nous  pourrions  donner  à  la  dérivée 

""    'Xi     'X,_^,  '  Xk    " 


Zk 


dy^ 


une  forme  analogue  à  la  précédente ,  mais  elle  nous  serait  de 
peu  d'utilité;  nous  chercherons  donc  à  lui  en  donner  une  autre. 
Pour  cela,  nous  remplacerons  dans  la  formule  28  la  fonction  u 
par  l'expression 

7->'-- 7-^^„. 


nous  trouverons  amsi 

« 'a.  ixi^r  •  -ix.u       <,y-}(i-'xi_^r  '  'ix,u 


—  7 


dt 


Xi 


dy,dXZ-'<^ 


dt 


dt 


dxi 


i' 


mais  si  nous  développons  au  moyen  de  la  formule  32  ,  article  1 9, 
la  valeur  de  la  dérivée 


7  jf  •+■  1  ^y^ 


r» 


"*       J-C  _H  1         ■*)i  -(-  J  ^k 


dx. 


elle  se  présentera  sous  la  forme 


^yr  -t- 1  r\yf  ■+■  5 


^îa, 


'^k  «(,.*)' 
en  désignant  par  «  (p,  A)  le  développement  que  l'on  obtiendrait 


•#r. 
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pour  ia  partie  qui  est  comprise  entre  deux  parenthèses  dans  le 
second  membre  de  cette  formule.  Nous  pourrons  donc  écrire 
l'équation  ci-dessus  sous  cette  nouvelle  forme  : 

•    '■;■.     'il-  :.  I 

(''xjx,^r'''x,u       <7J.|« 'x,_^, 'x,_^, •  • -Vx^H       dy-^yi^y^yi^*       .yt  {. 

dt  [  dt  dt  J 

de  plus ,  comme  y,  est  indépendante  des  variables  xi,  X{^y,X{^i,... 
nous  pourrons  faire  passer  -p-  sous  les  signes  7'^''^',  7'J'"^%  •  •  (for- 
mule 23)  :  nous  aurons  donc  encore 


7 7'    ^/'-t-i 


,7* 


J'-t-i  /i7'-^-s 


(34) 


^  "^x'i  '^x'iZ.]'  '  ''^^k  7^'    1  ^'^^!d  '^a;- 


ii> 


c/f 


dt 


Après  cela,  nous  remplacerons  la  dérivée 

J  /j.X'-t-i    /7/'-+-2 


7-^'u 


dt 


par  une  valeur  analogue  au  second  membre  de  l'équation  34 , 
et,  en  continuant  de  la  même  manière,  nous  arriverons  à  cette 
formule  : 


(35). 


d'x,  ix, 


^'> 


dt 


«{^'^•)#1- 


2  1 .  Pour  le  moment ,  nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  la  re- 
cherche des  propriétés  de  la  caractéristique  7 ,  et  nous  passerons 
à  celle  des  propriétés  de  la  caractéristique  V. 

10.  3 
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4.  'litiiMfi   hmvtV 

2  2.  Nous  commencerons  par  faire  observer  que,  d'après  les 
conventions  de  l'article  6,  nous  devons  avoir  identiquement 


<;  i' 


D'un  autre  côté,  nous  devons  avoir  encore  (formule  17,  art.  i4) 

et,  de  plus, 

fdxi  [u  -\-  V  —  w  -{-'■)  =  fudxi  -h  fvdx{  —  fwdxi  -4-  ....  ; 
nous  pouvons  donc  en  conclure  que 

(36)    vî>+i^-M.+...)==vs..«+v;:.t'-v:..u--h...., 

comme  pour  les  signes  de  différentiation ,   d'intégration  et  de 
substitution. 

2  3.  Un  nouveau  calcul  semblable  au  précédent  nous  donne- 
rait encore 

et  nous  en  déduirions 

v£vJ;:;(a-4-v-u.+..)=:vî;(^;:;«+vî;:;^-vï;:>-4-...); 

et,  par  suite, 

(37)     Vï;vî;-(«^-v-;;■l^..)  =  Vf;VJ;;;a^-V^:v^:-« 
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•  ii  En  continuant  d'une  manière  analogue,  nous  trouverons  qu'en 
général  iynyQnn 

(38)  VP; Vf-;. . . vj;(«^.-«.-f-.  .)  =  VJ;Vî-;. .  V^uK 

dans  laquelle  pi,  pi  ^  ly  pi  ^  t^  •  •  -  pk^  peuvent  représenter  des 
fonctions  quelconques. 

2 à-  En  supposant  que  r  ne  dépende  point  de  xi,  nous  devons 
avoir  identiquement  (article  5)  ,      ;  ■ 

\,  ,1P  ru  =  rlP  a; 

d'ailleurs,  nous  aurons  encore       lnôd«J3  ;  «jjon  to 

Jrudxi  =  r  fadxi, 
et,  de  plus,  d'après  les  conventions  de  l'article  6,         , 

nous  pouvons  donc  en  conclure  : 

(39)  Vjr«  =  ,-VS_«; 

toutefois ,  on  ne  devra  pas  perdre  de  vue  que  cette  équation  n'est 
vraie ,  du  moins  en  général ,  qu'autant  que  r  est  indépendante 

(Je   /p-.  •Ji-Jfi'iiij  til  Oit   iK'i^Uiil  JJA>    'Jtliji  '?■) 

Supposons  maintenant  que  r  est  indépendante  des  variables 

Xi,  Xi_^i,  Xi  ^  i, .  .  .Xk,  alors  un  nouveau  calcul,  semblable  au 
précédent,  nous  donnerait  ,, 

j,    ,  .      .  -v/juy  iyîlij;  uiof.  il»!)  >• 

dou  nous  tirerions  ^  ' 

3* 
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et  en  continuant  d'une  manière  semblable ,   nous  trouverions 

d'abord 

(ào)  VP-  V'—  j.  .  V^^  ru=rVP'  V^'--' V^'a, 

et,  par  suite, 

^        /  Xf,  ^._)       Xi       Xi_^i  Xi,  X,,  ^i  —  i  \         Xi  X,,     ) 

2  0.  Maintenant,  nous  passerons  à  la  différentiation  des  expres- 
sions affectées  de  la,  caractéristique  V.  Pour  cela,  nous  repren- 
drons l'équation  de  définition 

et  nous  en  déduirons  d'abord 


dVta  ditu 


«.— t:^ H /S/ 


d  judxi 


dt  '       dt  '     '  '       dt        ' 

après  cela,  nous  développerons  le  second  membre  au  moyen 
des  formules  26  et  9,  et  nous  trouverons 

dV  P  u  jj  j  j  j"^ 

Xi  _  p  du     .     dp        ^p    du  ^     r-  ^      du  ^   dx  t  ^x , 

—jr-==''^^^>dï-^-£<'i^Xii^^^if<^id7-^i^iTr'^Xi^ 

'  dt      Xi 

Mais  les  deux  parties  qui  renferment  la  dérivée  —  peuvent  se 

réduire  au  moyen  de  la  caractéristique  V  J  :  effectuant  donc  cette 
réduction,  il  viendra 

dV P  a  1  I  I  j  :>     „  j  '     r       ' 

/,     V  ^1  -.  P   du  dp  ^p     du  ^  dx  i  ^x  i  ^  dx  i  ^x  , 

(4^)  ^ïr-  =  ^' â7+"'57<  s:+^'-7r^«,  «-^■ir^,  «• 

De  même ,  en  désignant  par  x^^  une  des  variables  indépen- 
dantes qui  sont  diff'érentes  de  x,,  nous  aurons  encore 

(A3)— -^^=V/'^-4-a,j''  7/'^_+_/3,^'7^"'u— A-^7"''a. 

^       '         dx^  Xi  dXfi  dXf^     Xi  dXi  '  '  dx^     x,  dx^      x, 


m 


'■>*-i 
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26.  Après  cela,  nous  ferons  observer  que  l'on  a  identique- 
ment (art.  6) 


'^■•7  !t^ 


et  comme,  d'ailleurs,  on  a  encore  (art.  5)     ^^ii^'^f^^^^t^fid  no 

/da  x'i  x'i  "• 


nous  en  conclurons  que 

^',  1^  =  "■■  ^r,  1^  -+-  ^'  1«;  «  —(S  i  7^;  a. 


Nous  tirerons  de  cette  dernière  la  valeur  de  ^•h({A  .Hs- 


Xi    dxj 


pour  la  substituer  dans  les  équations  42  et  43 ,  et  nous  trou- 
verons 


m 


d^t^  A  A  A 


dt      ^  Xi     dXi     ^    ^^'   W(  dt)      '  Xi    ^ 

dp  dx'i\      x'i 


^    (dp  dx  i\      Xi 

^i[Tt~-dr)^Xi^' 


(45)    -^^  =  V 


dXu 


Xi   dxf, 


^  V^    —  -X-  o   (éfÙ. ÉpL\  'î*"'  „ 

dx^    ^  Xi    dxi    "^  ^'Uic^  dxuj      Xi  ^ 

\  dx^  dxft  }    1  Xi 


27.  Remplaçons  dans  la  formule  45  la  fonction/)  parj^,-,  et 
faisant  pour  abréger,  quelle  que  puisse  être  la  valeur  de  l'in- 
dice p. 


/Sp  ( jp  —  Xp')=  y;  et  I3p  (xp"  —  jp)  =  jp", 
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no^s.  saurons  no1''btt|»^  lïivisfvitfky  «ito«i<)i;%itoii  ,^^cb'>  «^'H|.â  vê« 

{d  .Hg)  ïm'Hti 

i^  =  V^'  ^  V-  J^  V-^'  ^  -H  §?i^  7'''  «  H-  j-^'  7'''  «, 

OU  bien,  en  faisant  passer  -21  3pu5  le  sjgne  V"^'»  ce  qui  est  per- 
mis (art.  ilx),  puisque  j,  ne  dépend  point  de  a?,,  nous  aurons 
(  en  observant  que  i^li  et  -Xi  peuvent  aussi  passer  sous  les  signes  j 

itrp  afloTtrlafio  no  ?,»Oft  '1H 

j  xj  y' 
(46)     -^=v-^';^-4-V-^'4^;^-4-7^"'«f^H-7"''a^- 

^        '  ttx^  Jîi  dXfi  X,  dXi  dXfi  Xi        dxf,  x,        (tx^ 

28.  Après  cela,  nous  remplacerons  dans  cette  dernière  for- 
mule la  fonction  h  par  v^"^'«-  Cela  nous  donnera  d'abord 

V        Y  Y'  '*      "^  y 

^       :=V"^  ■^^^^— -h  V "^^ — '^   -f-7      -±-lV"^        u 


-Uorfa?^,;!'  •  »^'  dx^        li.   .(.iij?^;    ^.l-.dxi  dxv.  ^i  dx^       '^i 


•.-fil 


^x'i  dv'i  „  r,_JP 


et ,  par  suite ,         ja,  \^  ^^        .  »h    «^      ^\j 

-7.    rr/'-^' 


d^x]  ^C"__.-'  :r.  y/.-.iÎ5._|_y7i  v/-.i^i?l_^y7'  v^*-"'-^^^^^ 

(ix»  «,       x,^,  da;^  x,       x,_f.,  dx;  dx»  x,-       x,_^,(ic,_^,    dx^ 

Xi         Xi.^1         ax^  X,      a;,.,.,         ax^ 

i.  il:  t  (is> 

—  y,  -a;",-.    ,       dy"i  .  ,  dx, 

X  '  ■ .         1       I     "i  \        i  'J.      L  i  ^»  ;    ^i  -♦-  4  /         dXi     dXu 

}9  \-,^(^  iiiq  c^  noik>iiM  fil  oja  MinrA'ioi  nr  «ni^r  -rifiOM-kia)/. 

•^     «(  *,-f.i  dx^  X,      x,_^,  dx^ 

_L_  v^'7''''-"'»^^^- 

"         '  *■  »         o    â.^  ^  /  X;     X  _t_  1  dx,      dxi* 
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29.   En  continuant  d'une  manière  analogue,   pous  parvien- 
drons à  cette  formule  générale:  «iî/n»!)  r.l  »{>  îmoIb/ 


i^7j         ;f')l)  f[?l  Hnoi'>li>iq 
=»tfffiyfii  'do  rîfib  r!9»  -f-  2V 

-4-2V" 


•  'v    •  •  •  V  .    Ur£  p    Mtnol 
Xf  x»  r 


dans  laquelle  le  signe  2  indique  la  somme  de  tous  les  termes 
que  l'on  peut  former  en  prenant  successivement  les  nombres  i, 
i  H-  1 ,  i  -f-  2 , .  .  .  A  comme  valeurs  de  p,  tandis  que  les  facteurs 
Zp,  Zp"  et  Zp  sont  formés  comme  dans  l'article  19,  de  telle  ma- 
nière que  l'on  ait  > 


(48) 


z-  =-^, 


-liK'.'rr  -ïiiiKs  i>'">i\noi)  -non  hUk) 


Z;  . 


'  dx/i  dxi 

dxuL  dxi 


àyi 


dxi 


-^  I   H-  1  » 


Zk  =^-j-^z-- 

dxfi  dxi      ' 


àjk 


II 

Z  i 


dx/A 

dfi  -4-  1     ,     d/i  ^  , 


dxi 


dxu 


dxfj, 
d/i  -4. 


dXf 


Zi, 


dxfi 


dxi 


Zi 


Zi 


dfi 


dyk 


dx^__i 


Zk  — 


dxi 


Zi 


Z  k 


2'.         dy'i  ^ 

'  dxfi 


d/k    ,     dj\ 
dxu 


d/k 


Z  i  -t-  i  • 

I 
Z  i  -t-  »'■ 


dxi      '  dxi 

"^        dXi 


2/ 


dx^_, 


Zk  —  i'-> 


dx/i 


dy'i 


dxu 


Z'k         =i^-\-^z- 
dx^  dxi      ' 


dxi         '  dx, 

dy 


Zi 


dxi 


Zi 


dy'k 


dx^_y 


Zk 
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3o.  Nous  pourrions  donner  une  formule  analogue  pour  la 
valeur  de  la  dérivée  â  ^.mrih 


;.v;:.:,.ï 


Xj  Xi 


dt 


mais,  comme  dans  l'article  20,  nous  préférons  lui  donner  une 
forme  plus  appropriée  à  nos  recherches  des  chapitres  suivants. 
Ainsi ,  nous  reprendrons  l'équation 


(42)    ^^x..« 


=  V  ^  ^ 


dp  ^  p    du 


dx"i     x"i 


dx'i 


dt  —  ^  xidï^^ijï^xii^-^^^'.itr^^—f^iif'^xi'' 


et  nous  remplacerons  p  par  y,  et  a  par 


V^'-^'  V-^'' 


Cela  nous  donnera  pour  résultat 


(49)     llfi."^-' 


dV  ^'-^'  V-^'^' ...  V'^*  a 


dt 


V'J.- 


xi 


-^-i-lt'^ 


dt 


Xi 


dxi 


...  V^'tt. 


_   dx'i  ^  x"i   _  y,  .X. ,   —y, 

Mais  si  on  développe  la  valeur  de  la  dérivée 

dV^f-*-'V^p-^'  .  .  .  V*^*u 

au  moyen  de  la  formule  ^7,  on  trouvera  un  résultat  de  la  forme 

V^P^'  V-^f-^'  .  .  .  V^''  u{f,k) 

.Tji_^i       a;|,_^j  X/L 

dans  lequel  u  (,,k)  exprimera  une  fonction  connue.  Dès  lors,  au 
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moyen  de  ces  sortes  de  fonctions  auxiliaires,  l'équation  ^9  pourra 
s'écrire  sous  la  forme  suivante  : 

(5o)     rfV^'-  V^'*' V^'u  -^  '^^^rfV->'--'  V-^'-^-v.  .'.  V>'»B-  (',r;V 

dt  Xi  dt 


>. 


Pi:. 


a;7-^""    V-^' 


•  xj'^ljrvi..,..,.,v>  i[.  .''-n^v'-'^^ 


•fcii,      ^v  ... 


•^  '        Xi  X, 


.  1         a;,  _^. ,  x^        dt 

\     r-,    Yi  -t-i  ^   Yk         dx'i 


Xi. 


Xn       dt 


en  observant  de  faire  passer  sous  les  signes  l-^>  7^',  7    '>  y-^'-*-s 

V"^"*"',  ...  V^N  les  facteurs  -^,  -^-i,  -=-i.,  qui  sont  indépendants 

des  variables  a;,-,  x;  ^  i ,  a;,  .+.,..  .  xj,. 

Après  cela  nous  développerons,  par  un  procédé  analogue,  la 


r,  <f    V  •^'  -^  '      V  •^'  -^  '    .     .     .     V  -^^^    tt 

,    -«^ — : '■ ;- « 

(înuîîM'ivnoo  aal  aoiqjib  .Mj<p  <4fo'K>iiOt^  ..  mî  pAo)  nioq  j»  ,  iioiJ 

qui  entré  dans  le  second  membre  de  1  équation  5o,  et,  par  suite, 
cette  équation  se  changera  en      , 

(f  V-^'  V-^'-^' V^'u  (/V-^'*'  .  .  .  V-^*u 


"*)      r/t 


a.-  7'^''  V-^'-"'  V-^' 


Xi 


'  '    ^  ar»"(«'   fc)      fit 


/3,^,  V^'7""'-'  V-^'*"'.;.  V-^'b^ 

Xi  Xi  _^  ,  ^1  _(-  I  **  « 


<it 


Xk       dt 


,vX\)W| 


a:,-      a;,- 


Xi 


Xk 


dt 


,i.  »k,„mi  «1  91-^  ^iL$:V^;:;  v^,;;; . . .  v/;«^. 


10 
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En  continuant  de  ia  même  manière,   nous  trouverons  que 


'A') 


Xi  Xi 


V^^U 


dt 


=  V      V 


"!:' 


-t-,'".  •  r        X, 


2/3pV,^ 


...^  ,..,.- 2 /3pV- 


^f 


y*  du 


dyf 


^  Xi^,  X,  ^  x,^{p,^)     dt 


Jk      dxf 


X,-  _^ ,  a:^  Xjj        a  t 

V^'-'...l'''....V^'a^, 

X;  _^  1  a;.  X\,        al 


dans  laquelle  le  signe  2  indique  la  somme  des  termes  que  ion 
peut  former,  en  prenant  successivement  les  nombres  \,  i  -h  i , 

/-f-  2^V;'V^:V**J  pour  les  valeurs  de  p.    ■"^^^'^  ^^*  *'l^^  ■  •  •  %1!^^ 

lit  .t»u^ol»iuo  èb^'-ioiq  un  i£(|  ^noioqqobvof)  «non  eko  aîViqA 

■■■»-■■     ..■-■:■.;■  ■■  ..'1,,;^  oàviiàb 

t 

,.''<■.  "^  -i-  >'<',  'j   I  -■>-  -X  r'  \ 

3  1 .  Nous  passerons  maintenant  aux  formules  de  transforma- 
tion ,  et  pour  cela  nous  rappellerons  que ,  d'après  les  conventions 
de  l'article  5,  nous  devons  avoir  identiqujement  , 

Remplaçons  dans  cette  identité  la  fonction  u  par  rintégrâïê 


7\s 


'*'7 


et  nous  aurons  pour  résultat  '        --  * 


/^î 


dfdjCg^i  Jdxg^. .  .  .  fudxu  x' 


■Ar^    /    . 


4--  7  ^  '  /<^5i  -t-N  .Jf?^3  H-  s  .  .  •  jd^h  —  1  j  Hfi^fc 


Après  ceir  ûQùsr  développetons,,  ifu^jnioij^n  de  la  formule  1/4, 


Oi 
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article  i3,  la  dérivée  qui  entre  dans  le  premier  membre.  Nous 
trouverons  amsi  : 

j'dxgfdxg^jdxg^,  ..,fdXh-Jdxh.-£- 
jdxj^dx,^jdx,^...,.l2z[fdx,u^^ 


(52) 


fdxjdx,^.iy-',...fdx,^jdx,a^ 
fdxg  7  ""  *-^'  fdxg  ^ , . . .  fdxh- X  fdxh  u 


dx\ 


Jdxjdxg^,fdxg^,...fdxh-,']''^u-j^ 


dx\_i 


-  fdx,  fée,  ^ ,  /<&,  ^ . . . .  7  ;;-;  /<&*  n  '-f± 


1^'  fdxg^j'dx,^^...fdxi,^,  fdxk.u 


_  fdx,l  -^-;  /dx]^.../<fck_./<fe.B  ii^l 


i  «neb  JofiuHj^dfjg  ^1  ni>  ,\ 


enfin,  nous  tirerons  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  Tin- 
itégrale    ,    tV^  ,     .        ,iV\    ,      ,'^V\  .tK\  ,      v^^A   .     .  i  ..-  :riVy\  'tV^ 
/c?aj,  fdxg  ^  1  .  .  .  .  /cb/,  _  1  fdxk .  -^ 

qui  forme  le  premier  terme  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, et  nous  trouverons  ainsi  : 

(53)    /(ix^  /(ij;^  ^ . . . .  /(/a;^ ,  /ctr/,  -^=7^"  fdx^  ^  ,  /cLcg  ^ ,. . . .  fdxh  —  ^  fdxh  u 


r=xi*' 


.,V\ 


->^'^  ^fdxjd^g^jdxg^.,...  7f-;  i^.  «  ^ 

4* 


I*- 
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%► 


l^'Jdxg ^ ,  fàx/^VI .  .  Jdxh _ ,  fdxh  u 
-hfdx.''''-^'  fdx      ,.  .  .  fdxh-jdxku  Î^Il*^ 

-^fdxg  fdxg^,']l'-^\...jdxh-JdxhU    ^ 


<^',-^« 


t 


fdxg  fdxg  ^  ,  fdxg  S^y.ll[  _'Jdxu  u  ^ 


-fdxg  fdXg  ^  ,  fdxg  ^  , . . .  /c?a:fc_  7^ '  «  -^ 


32.  Après  cela  nous  calculerons,  au  moyen  de  la  dernière  for- 
mule, la  valeur  de  [    iij  j^i^V      rtKî;"!''^',tV'^.\-.^ï^\  .;'^\ 


et,  en  la  substituant  dans  l'intégrale 

Jdxi  fdxi  ^ ,  .  .  .  fdxp  JdXf,^  ,  jdx.^  , .  .  /#k^ 


nous  trouverons 


(54)  fdxi  fdxi  -H  1  .  •  .  ./û?.Xp _ .  fdxp  fdxp ^  ,  Jdxp  ^t.  .  .  Jdxu  Jdxu  —  ,. -^^ 

=  fdxi  fdxi  ^  ,  .  .  :fixp^,  fj^  fdxp  ^  ,  fdxp  ^  ,'.  .  '.  Jdxk  —  i  jdx],.  a 

—  uxijdUi:^:; .  :  fdxpiLjdxp  7^ *'  fdxp  ^::v:ifd},u-:fdàK.  «  '^ 

—  jUï./t/a:,.^,.  ../cfa;._Jda:p/(/a;p^,  7^;;^;  .  .  .  fdxk  -  r  fdxk.  u  ^f^ 

;^'^^  fdxifdàl:^},.  iVfdXpl^./dxpfdxp^Jdxp^,  ..    7l;i|/<^^fe  «  ^^^ 
t  -  -  .•  *'^'  \  ',  ■ 

—  Jic/a:,  fdxi  ^  ,  .  .  .  /«/xp  1_ ,  fdxp  fdxp  ^  ,  /c?a:p  ^,  .  .  .    fdxk- 1 7  ^J   «  --£^ 

-:!Li3^^>./<i^i/^r^  1  .•  :  .  fdxp,^,j.^\  fdxp  ^,fdxp^^ ,  .  .  fdxk—,fdxk.  « 

■  è 
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fdxifixi^ ,  .  .  .  fdxp  _ ,  fdxp  fdxp  -.17^;"'...  fdxk  _  .  fdxk.   u  ^ 


Jdxi  fdxi  ^  ,  .  .  .  /rfa^p ._ ,  fdxp  fdxp  ;. .  /cf^  ^ , . . .  7  *'*  -  '    r^^^.   a  '^''•~' 

^  r  —  \     '^  dx  f 

fdxi  fdui  ^  .  .  .  .  fdXp-  ifdxp  fdxp  ^  .  fdxp  ^ . . . .   fdxk^ ,  l'^''     a  -$!-. 


dxf 


dont  la  forme  est  on  ne  peut  plus  régulière. 
33.  Nous  reprendrons  encore  l'identité 


X 


Jà 


et  nous  remplacerons  la  fonction  a  par  l'expression  : 

„\,         ..  -,  ^g  ^  l  Xg  -^  ,  X,,  _  t  X^  ' 

cela  nous  donnera 

/7  V  •^»  -*-  '  V  "^^  "*"  '     .  .  V  •^*  //  y       V 

Ifinoi -n^imà  ""'       '^-*-'      ""*-"'     (fit -i'î  "=*-'      -^^ 

Mais  un  calcul  semblable  à  celui  de  l'article  29  nous  donnera 
le  développement  de 

^^    .  mV.  .y  ;- 

>'*  -«-  i*  g^     V  7j  -+-  1    rr  7s  -t-  I  V  -^*    H 

^tr?  -       ■  ^7 

ri.  9 

^i^*'^^  que  nous  substituerons  dans   cette   formule.   Nous   trouverons 
amsi  : 

^^"^  ^^i^  fdx,  v^' - ' ^^' * ^v .....'.: . .v^^  -^ 

-'  H  Xg^l  ^,  -4-  I  x^     dXj     ^ 

-4-  2  /(ia;„  V^'^'^v,.;../lj.,,..  V^*  a  /j       L.^"'»  V^'*' V^'*'.  •  •  V^U 

*  ;        ;  '  "  1  I  g  ""g  -*-  l        -^g  -i-  %  * 

-f-  2  fdx  V^'^'  ...  .<7*T.\'...  V"^*  u  7'  !       '       f  '" 


}; 
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dans  la  laquelle  le  2  indique  que  l'on  doit  prendre  la  somme  des 
termes  que  l'on  peut  former  en  prenant  successivement  pour  p 
les  nombres  g  ^  i,  g  ^t.  .  .  .h,  quant  aux  valeurs  de  Zp,  z"p,  Zp\ 
elles  se  formeront  d'une  manière  analogue  à  celle  de  l'article  29. 
Après  cela  nous  tirerons  de  cette  dernière  équation  la  va- 
leur de 


^àx^  V 


y 3 


'  V 


yh  Jf_       '>»ffu>i  cl  { I 


et  nous  trouverons  : 


Xh  dx,. 


yhda 


(55)      fdx,V^'*'  v^'*-.  .V^;^  =  i^'V^-*-'  V 

>  '  "^  5  -l'y     H_      1  ^y     _4_     1  a-A      UXg  X    g  Wj     _4_      1 

X  g  *j  -f-  1 


y 9  -*-i 

^s  -t-  » 

7  g  -H  s 
X„  _u.  5 


7f 


2  fdxg  V 


Js- 


1. 


V7» 
^JK   da 

"    ^  X"    dXf^P 

Vyi>  n 

Vyk       t 
X.  ^"^r 


3A.  Enfin,  nous  partirons  de  cette  dernière  formule,  et,  en 
opérant  comme  dans  l'article  3  2 ,  nous  en  déduirons 


t/* 


t7.-. 


7* 


du. 


i^^)  K--Kz'jd^-K::-Ké^. 


Xh                  Xi  _  , 

'Xi        a;._4_, 

Xh                  Xi  _ 

'  Xi           Xi  ^  1 

Xk 

2  V^* ...  V^'' 

ar^     a;,- 

z'jd^Kz: 

...  v^' .. 

Xf 

^x»dx,  ^P 

2  V-^" ...  V-^"' 

Xh                   Xi 

z'j'i'^iKz: 

IXf 

,v^:«/p 

2  V"^*  •••  V"^"' 

Xh                   Xi 

z'ji'^'Kz: 

dans  laquelle  2  indique  qu'il  faut  prendre  la  somme  des  termes 
que  l'on  peut  trouver,  en  prenant  successivement  le  nqmbre  i 
I  H_ , .  .  .  .  ^,  pour  valeur  de  p.     "'  ^ ^^         '  > 


s<  j,.fcVn    iL   -^ 


T^* 
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Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace  u  par  u  6,  on  en 
déduira  la  suivante  : 

de 


KZ'J^^'K 


ttO\t> 


—  2  V 

—  2  V 

—  2  V 

—  2? 


X,- 


7.- 


7' 


X,  


V,- 


,  *i 


/-i^  n: 


X  i 


1   '  V 

/  in. 


X  i 


^k 

Xi, 


ijf 


ijf 


X),  dXf  r 

^  x,^  dx,  ^C 


^';  •••<««-'; 


jf 


<««4 


Cette  dernière  formule  renferme  comme  cas  particulier  les  dif- 
férentes formules  contenues  dans  les  articles  précédents  de  f^e 
même  paragraphe.  Elle  sera  de  peu  d'utilité  dans  les  applications; 
par  contre,  elle  nous  paraît  indispensable  pour  la  démonstration 
des  règles  de  notre  troisième  chapitre.    ,'^,1^:^  ùij  o  i.ii,iiiiJVo..;    ■ 


lo'X 


^  Cv  "^^ 


6. 


(,l^  ,^iXA   "^ï  U 


35.  Nous  avons  encore  à  trouver  sous  quelles  conditions  il  peut 
être  permis  d'intervertir  des  signes  de  substitution,  tel  que  7  *^  ' 

soit  entre  eux ,  soit  avec  des  signes  d'intégration. 

Soit  donc  pour  un  moment  F  (a:^,  x^)  une  fonction  quelcon- 
que de  a7ft,a7p,  et  s'il  y  a  lieu  des  autres  variables  indépendantes; 
nous  supposons  d'ailleurs  p'^it.  Cela  posé,^,,  i^,,,,,-'.? 

D'après  les  conventions  de  l'article  5,  nous  aurons  : 
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et,  par  suite  (article  i4),  '    " 

Un  nouveau  calcul  semblable  au  précédent  nous  donnerait  : 

Mais  comme  nous  avons  supposé  (x  moindre  que  p,  la  fonction 
y  y,  doit  être  indépendante ,  et  par  suite  nous  devons  avoir  (article  5)  : 

Dès  lors  le  dernier  résultat  se  réduit  à 

Si  donc  on  veut  que  ce  dernier  résultat  soit  égal  à  celui  des 
premières  substitutions,  il  suffira  de  prendre  q  de  telle  nianière 
que  *ol)il'ir.  «ot  ^nRb  >.£^i>fl^uo;j  a'jhtm-iot  «sJ^Mèf 

(58)  '   ^  =.  ,>     o;.«« 'Jia  .Ml w'ïf'n»- 

^     '  '^       l;i,'in(j  .^iioff ')li»    'jaJno.T  ijsq 

et  moyennant  cette  condition  il  viendra'  "*'''  '  ''•^'  "*  '  ^■>'''^'  '''- 

ou  bien 

/5q\  t^'*  u  =  7'^'*  7"^'  a    «<>»M^>  8rv[>7i»feîjOi/iv  •    < 

36.  Après  cela  faisons  pour  abréger  :  ;  ?  K-' 

<;  Ji'oi  ,tïS5  oti 

^  ^  U(*'  ^p)  j,/" '""*■■'  f  '  '^♦'^^î  'jiicb  Juv. 

alors ,  en  observant  que  j^  est  indépendante  de  Xp ,  dous  aurons  : 

.  ^,ii(>i<   ■  :ii-i  i)iJ   cÙCi.  120 7110)   .-l'Jl  <L3\k^>      ' 

jr =  'K>.^pj^ 


*t..-. 
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Multiplions  les  deux  membres  de  ces  deux  équations  par  dxp 

et  intégrons  dans  la  première  depuis  Xp  =  x'p  jusqu'à  Xp  ==;  £c"p, 

dans  la  seconde  depuis  Xp  =  ^'jusqu'à  q;  cela  nous  donnera  i,/?.'! 

>■  '    '• 

F  [Xf,,  x'p)  —  F  [x^,,  x'p)  =  f^  (Xf,,  Xp)dxp        .  ^'^  u| 


J  9' 


dxp      ^>ii'3M 


\ 


et  comme  Ton  a  identiquement  (article  i4) 
on  voit  que,  si  l'on  prend 

(60)  ,'=7>^v.?=^i;^'V. 

l'on  aura  en  même  temps 

'^x^  f^  [Xf,,  Xp)  dxp  =  l    j^  {y,,,  Xp)  dxp, 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

n" 

iZ  f"^  (^f*'  ^p)  ^^p  =  f    ^^p  ^:î^  ^  (^f»'  ^p)  "' 

ou  bien  sous  la  forme 


(6.) 


li'  /««'^f 


/: 


dxp  iS'  «• 


9 

r--»- 


Toutefois,  on  ne  devra  pas  perdre  de  vue  que  cela  n*alieu  qu'au- 
tant que  les  limites  auxiliaires  ^',  (f  sont  déterminées  au  moyen 
des  équations  ci-dessus  : 


(60) 


y'  =  ii:  *'f  /  =  ii;  '%■ 


10. 


34  ^  ^Oî  '  .,..  RECHERCHES' 

<37':  Bîi^^aitant  delà  formaile  61^  et  suivant  une  marche  que 
nous  avons  déjà  suivie  dans  plusieurs  paragrî^hies,  oïi  trouvera  que 
l'expression  l^  ;\y  !;'iJpÉ»f' j^  rrr;:  ^  1  «fïfqob  'î'fefiooî»  rJ  «ficb 

peut  être  remplacée  par  \      ~  (  \-tKi(}  ">!  —  (>  .^^t)  \ 
(62)  I  ç/a;^...  I    c?a7/,_i       ^u--  \    ^^fc         é^^"  J    ^J^l---^        ^- •   |         " 

J  ^'"a         J   x"'h—x     J   x"i        J   x"\_,J    x'\  J   x\         '  Xh     'x,_,    f.x^      'x^_i 

<    '  pouï-vU  que  Ton  détermine  les  limitée  auxiliaires  qui  entrent  dans 
cette  dernière  expression ,  au  moyen  des  équatiop^  ; 


J    :o  ;    :■■   .UJr   UQ»  «o 


^  'x,--'  lxi_,    ix^"-  lx,_,   •^-  -^     -  Ix^'"  •Xi_Jxu"'  'x,_^       ^' 


I 

T ■  •  '?•-"'  '7'^  '  —  '    T'  •  -r"'  •  '1'?'''  '7'^'  —  '  T' 


// 


/y  Vt  V.-        .      Vi.  v_        .      / 


^^  lx,"'^x,_,"x,--^S^_^^rn    ^^       ^-   «l^-  ■^— Var,^   •••7,^._,   7.^^---7.^^_, 

\'       - 

On  pourra  transformer  d'une  manière  analogue  toute  ex.pres- 
çion.^ui  renferiï^era  à,es  signes  de  substitution ,  tels  (]}^tJ ^  ij^  '., 
yj „y . ..  entremêlés  de  signes  d'intégration;  conïpip  cette  extension 
ne  présente  aucune  difficulté,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous 
en  occuper,  et  nous  passée ron s  à  d'aiitr-ès  recherches.  "^ 
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•  1        •  ■  ■    ■     ■  I  ; 

.         1  '^ 

38.  Nous  avons  encore  à  faire  connaître  quelques  ï^qyem&  de 
simplification  qui  sont  applicables  dans  un  grand  nombre  de  cir- 
constances. ;^ 

D'abord,  les  formules  (articles  35  et  36) 

on  ,->iiiJH  A)  i'^fui;  ,1'j  :  cnyxii  f.>i£*^è  omam-ùiïo  lac- 

'^x''  "îi'  "  ^^^  "7^'  "^x^  "  '^  '^^^T  ^'^«''^«o^  "^ 

*^   ^  HoviB  îiob  no'l 

montrent  que  les  deux  expressions,^ 

li''  li'  M  et  i^f^   fadxp 

'  X/i.    •  Xf  '  Xx   J  r    j 


(IOlfl9il5'I91fî3^  Kiï*||  »9 


sont  nulles  l'une  et  l'autre  toutes  \es  fois  que   ']^^    u  est  elle- 


;,    '        .1.  i T,    '  ,T 

Mais  nous  avons  identiquement.v  ,  ^^l^jj-ig)  Hnovcë  /.uo/i    «m' 


même  éeale  à  zéro,    r  ^         '^    ""   ' 


et  par  suite  .^    v 

Nous  pouvons  donc  en  conclure  que  l'on  aura  encore 

(63)  7i;V^;a==o, 

si  l'on  a  ^  .  ^^ 

(64)  7^:tt  =  o. 

■•7.«Kv  *^.^ 

39.   D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  1  expression 

5* 
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sera  nulle  si 

'^'z  '^z  -♦-  2  ^t  -4-  S  ^m 

est  elle-même  égale  à  zéro;  ce  qui  aura  lieu  si 

;  1  ■•  :U)   ',ntiPï;(.M.    n.  .,•■,  '  ■,:  i^y.i: 

7^;  V^;;;;;;  .  .  .  V^;  a,  ,   '. 

est  elle-même  égale  à  zéro  ;  et  ainsi  de  suite,  nous  pouvons  donc 
en  conclure  gue  si  t    \i    r     "    .. 

l'on  doit  avoir 

(65)  7^]!'  V{--'  V{*-'.  .  .  V-^- u  ==  o,       *^ 

et  plus  généralement 

Ao.  Nous  savons  (article  i4)  que    i     "  "  '  '"' 

(67)  Si  donc  on  a  ^ 

.  «>  «uMî  m)7  asfp  93nlon<  0  no  aaofo  ^fiOytt» 
on  aura  aussi  ^ 

'v-^'uv  =0, 
et  par  suite,  d'après  les  deux  formules  du  dernier  article, 

(68)  1l\  ^i\Z\ V^^ttv  =  o, 

(6q)  V-^*  .  .  .  V-^»-'  1^'  V-^'*-^-,'  .  .  .  V'^'-uî;  =  o. 
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4i .  En  observant  que  j^  ne  renferme  pas  la  variable  x^,  nous 
aurons  identiquement 


ou 


bien 


Si  donc  on  pose 


il  viendra 


wrv    «! 


7^;  [Yx,  —  Fj,)  =  Fj,  —  Fy.  =  o, 


ou  "iv 


mais  d'un  autre  côté,  en  remplaçant  p  par  1^'p  -h  v  dans  l'ex- 
pression 

I 


elle  se  change  en 


a?t  _ ,      x,         x. 


A  V. 


dont  la  seconde   partie  est  nulle,   puisque  7^*   v  =:  o     (for- 
mule 69).  Nous  aurons  donc  identiquement 

^2.  Nous  conclurons  de  cette  dernière  formule  que  si  deux 
fonctions  ;>,  q,  donnent 


(7>) 


H: 


:p  =  H:<I' 
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elles  donneront  encore  "^    '  tfjBvi^ado    =.       .i 

\l     I  xi,  x^  —  i    x^      x^^.  x„     r  Xk        x^~T_    x^      x,^^  x„      T" 

43.  Pour  un  moment,  nous  regarderons  comme  constantes 
les  différentes  variables  indépendantes  autres  que  x^j,  et  Xp,  et 
nous  comparerons  ces  dernières  aux  coordonnées  orthogonales 
des  différents  points  qui  peuvent  être  renfermés  dans  une  cer- 
taine courbe  rentrante;  alors,  en  supposant  l'indice  p  >/:*,  les 
cordes  de  cette  courbe,  parallèles  à  l'axe  de  a?p,  auront  pour  va- 


leur la  différence  x\ 


Figure  1. 


x'p.  Cela  pose 


rt 


Ordinairement  les  coordonnées  ex- 
trêmes AA',  ce,  seront  tangentes  à  la 
courbe  :  on  aura  donc  alors  (fig.  i) 


pour  Xft=  Xft,  Xp 
pour  x^  =  x'fi,  x'p 

c'est-à-dire  ••'  ^ 


X 


X 


Figure  2. 


o 


■'''  ■?  yVfr 


»f 

B"/ 

C" 

A' 

B' 

c 

A. 

B 

c 

7^, 


0? 


r^x" 

Xfx 


x^   ^P  'x^   ^  p- 


Parfois,  cependant,  il  arrivera  que 
la  première  ordonnée  AA'  sera  seule 
tangente  à  la  courbe  [fig.  2);  alors  on 
*''    aura,  comme  dans  le  premier  cas, 


Figura  3. 


W...J?     ^Ofk 


X 


mais  l'autre  égalité  a  aura  pas  lieuii*^^ 

D'autres  fois,  il  arrivera  que  la  der- 

^^  nière  ordonnée  CC  sera  seule  tangente 


.0 
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-9iq©l/4i6b  ,!'i*t)    riOT'       à  la  courbe  (fig.  3);  alors  on  aura, 

#a*ovB  tin  cc^aime  dans  le  premier  cas ,  usi 


fu 


A" 


A' 


Figure  4, 


B' 


c 


„■  ;!rrrt^|'Twi    ,.  ^  lii;£  jiUJî- %!iij[>    t'^ 

mais   1  autre  égalité  du   premier  cas 
n'aura  pas  lieu.  >    v 


Enfin,  il  pourra  se  faire  que   les 

deux  ordonnées  extrêmes  ne  touchent 

la  courbe  ni  l'une  ni  l'autre,  et  qu'une  partie  de  ces  ordonnées 

soit  nécessaire  pour  fermer  celte  courbe  à  chaque  extrémité.  Dans 

ce  cas,  aucune  des  relations  précédentes  n'aura  lieu. 

kk'   Maintenant,   nous  ferons   observer  que,  d'après  la  for- 


mule 6i  (article  36),  on. a 


\, 


judXp  ■=■   I     dxp  '^^  ^»^  \A(\\  9ffji  ir/!iioq 

ty     9  ' 


pourvu  que  ion  prenne 

.i/iai)  ii  oi(ii>iatii'<^  ^.^jp>^    /  îii'î  iii>    ifffi _'^«>    >/      .iiinhinq  <tiJOa 

TfOvfi  ffob  f-n'}  ,^'!^.  f)j')iî-TB'{  oh  -  ■  r?  f)ir:^î=tO'|t 
Nous  en  conclurons  que,  dans  le  premier  et  le  second  cas  du 

dernier  article,  ^^dojit  (égaler  q";  que,  par  suite,  l'intégrale    ;^    ,^n 

/a"  ,1 

9'  "  /îo'l  .(?.f.  sbitTE' 

et  que,  par  conséquent,  ^X  .^v.u  V  r  ^t  -::^..^  ;;r,^| . 

{73)  1 '^'^  fiidxp  =  o.  ^^1 ''i<|  no'l  oup  ir/iinij 

Après  cela,  nous  comparerons  ce  dernier  résultat  avec  la  for- 
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mule  66  de  l'article  89,  et  nous  trouverons  que,  dans  le  pre- 
mier et  le  second  cas  du  dernier  article,  l'on  doit  avoir 

V-^'- V>-'  7"^'"  V^"-»-' V-^'-'  fudxp  =  o, 

et  que  par  suite,  en  remplaçant  u  par  V^'-^'  ...V'^*u,  l'on  doit 
avoir  dans  chacun  de  ces  cas 

(74)  ^i;  ■  ■  •  •  vi;i:  n:  "Zz:  ■  ■  ■  ^^rj^^e  ^î:;  •  •  •  ^i:«  =  <>• 

/45.  Nous  ferons  observer  encore  que,  d'après  la  même  for- 
mule 66  (article  89),  l'on  a  pareillement 


ri" 


pourvu  que  l'on  prenne 

nous  partirons  de  là,  et,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui 
du  dernier  article ,  nous  trouverons  que ,  dans  les  premier  et 
troisième  cas  de  l'article  43,  l'on  doit  avoir 

(75)    V{'- V>-'7f''  V>-'  .  .  .  V{'-'/ckp  V{'-' V^*a  =  o. 

\  I     I  Xi  Xfi  —  1      Xfi         ^/t  -f- 1  ""f  —  1  *'       "        ^r  -t-1  ** 

46.  Nous  ferons  observer  encore  que,  d'après  la  formule  69 
(article  35),  l'on  a 

7^'"  7"^''  tt  =  7  "'  7'^'''  u,  7^'''  7"""'  u  =  V"  7^'"  «, 

Xft  Xf  Xf        X/i  '  Xfi  Xf  Xf        Xn  ' 

pourvu  que  l'on  prenne 

Xfi       r  Xfi        r 
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Nous  en  conclurons  que ,  dans  le  premier  et  le  second  cas  de 
l'article  43,  l'on  doit  avoir  ^<i*vfa  i  â'^ 

■-i'!"i    s;      ,        „ 
(76)  7^'m'''k  =  7^MJ' a. 

\/^J  X^  Xf  X^  Xf 

Après  cela,  nous  comparerons  ce  résultat  avec  les  formules  7 1 
et  7  2  de  l'article  4o ,  et  nous  trouverons  que  l'on  doit  avoir,  dans 
ce  premier  et  ce  second  cas  de  l'article  43, 

--;  V  •^'        V  •^''  —  '  7  '^'''  V  -^^  -*-  '  .  .  .  V  •^'  ~  '  7  ^"'  V  ^'-^\  .  .V  ^"u. 

Xi'    '    '  Xfi  —  ,         Xfi  Xju  _^  i    '    '    '  Xf  —  1         Xf  Xf^^'"'  Xi       ' 

47.  Par  un  raisonnement  semblable,  nous  prouverions  que» 
dans  le  premier  et  le  troisième  cas  de  l'article  43,  on  doit  avoir 
d  abord   ^tuoai  nir  «rrsfc  enoi^i'îfecr  «won  U\ 

!p  «afdfiili      7*V   7*'^  H  ^::::::  7  ^V   ^f  u 

^  Xfi  Xf  Xf,       X,  ' 

et,  par  suite,  .•.;--       ^-. 

(78)      ^  ^' V  >  —  '  7  ^''*  V  •^'*  -*-  '  .  .  .  V  •'''  "~  '  7  ^''  V  •^''  -*■  ' .  .  .V  ^''  a 

\  I     I  Xi  Xfi  —  j       Xfi  Xfi  „^  j  a^jj  —  j      Xf         Xf  _^  1  Xii 

—  V  •^'' .  .  .  V  *^'*  ~  '  7  ^''"  V  ^''  "*".' V  •^'"~  '  7  *"'  V  •'''■*■' .  .  .V  •^''  H. 

Xi'  '  '        Xfi — ,       Xfi  ar^ _».»*'*'        Xf  —  i      ^f         »/_Hi*  '  *        ^* 

48.  Nous  pourrions  appliquer  les  diverses  simplifications  dont 
nous  venons  de  parler  aux  différentes  formules  que  nous  avions 
données  auparavant;  mais  comme  cela  ne  présente  aucune  diffi- 
culté, et  que  d'ailleurs  nous  n'en  ferons  aucun  usage  dans  le  tra- 
vail qui  nous  occupe  en  ce  moment,  nous  nous  dispenserons 
d'écrire  les  résultats  que  l'on  obtiendrait  ainsi,  et  nous  termine- 
rons notre  premier  cbapitre  pour  passer  au  calcul  direct  des  va- 
riations. 

'-  fiolloi  ■;  /  ■:  "^l  .  !;  !>  ^1 

-iïO'>  anoijfcb!  «r'Miîj 

10.  « 
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CHAPITRE  II.  •'  "'"♦"''* 


'   i.      '  bnO:>98  91)   f8  'laÛUSfCi    . 

4.9.  Dans  ce  chapitre,  nous  conserverons  les  différentes  nota- 
tions du  premier,  mais  avec  les  modifications  suivantes  : 

1"  Le  paramètre  t  ne  sera  plus  un  de  ceux  qui  peuvent  entrer 
dans  les  diverses  fonctions  qui  appartiennent  à  la  question  que 
l'on  veut  résoudre;  ce  sera  un  paramètre  auxiliaire  tout  à  fait 
indépendant  des  premiers,  et  qui  n'entrera  que  dans  certaines 
fonctions  auxiliaires  dont  nous  parlerons  dans  un  moment^'*^^^^'*  •• 

•2°  Les  diverses  quantités  constantes  ou  variables  qui  appar- 
tiennent à  la  question  que  l'on  veut  résoudre  seront  exclusive- 
ment désignées  par  des  lettres  minuscules,  comme 

a,  b,  c,.  .  .  p,  q,  r, ,.<, -^ 

affectées,  s'il  le  faut,  d'accents  ou  d'indices. 
3°  Quant  aux  lettres  majuscules,  comme 

soit  simples,  soit  affectées  d indices  ou  d accents,  elles  seront 

exclusivement  réservées  pour  désigner  des  fonctions  auxiliaires 

qui  devront  être  telles,  qu'en  faisant 7  =  o,,  }l  vienne  identir 

quement        ,  * 

^  '  vito/i  ë£iOt 

A==a,  B=:b,   C  =  c,  .  .  .  V=p,  Q  =  q,  R=r,  .^^*/>i^»;' 

et  qui ,  de  plus ,  devront  encore  être  teUes  que  si ,  par  la  nature 
de  la  question  que  l'on  veut  résoudre,  certaines  relations  con- 
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nues    doivent    exister    entre   les    diverses   quantités   primitives 
a,  h,  c,  .  .  .  p,  q,  r, .  .  .,  les  mêmes  relations  devront  avoir  en 
core  lieu  entre  les  auxiliaires  correspondantes  A ,   B ,   C ,  .  .  . 
P,  Q,  R, .  .  .  . ,  ainsi  que  nous  allons  l'expliquer  dans  les  articles 
suivants. 

5o.  Les  variables  X,  Xj,  Xj,  .  .  .  X„,  devront  se  réduire  res- 
pectivement à  a;,  Xi,  Xi,  .  .  .  Xn,  quand  on  fera  /  =  o;  à  cela  près, 
elles  devront  être  supposées  aussi  générales  que  la  question  pro- 
posée pourra  le  permettre.  D'ailleurs,  quand  il  s'agira  des  autres 
auxiliaires,  elles  devront  jouer  le  rôle  de  variables  indépendantes. 

5i .  Les  paramètres  a,  b,  c,  .  .  .  étant  indépendants  de  x,  Xi, 
Xj,  .  .  .  Xn,  les  paramètres  auxiliaires  correspondants  A,  B,  C, .  .  . 
devront  pareillement  être  indépendants  de  X,  Xi,  X,,  ...  X„. 

02.  Si,  par  cas,  une  des  fonctions  primitives  p  est  telle  que 
Ton  ait 

p  — ■  j  \a,  0,  c,  .  .  .  .  X,  X, ,  Xj ,  .  .  Xfij, 
on  devra  prendre 

P=/(A,B,C X,Xr,X„  ...  X„) 

y  -f-(?(<,  X,  X.,X,......„X»);.  .. 

en  désignant  par  (p  (t,  X,  Xi,  X„  ;^^.  .   X^)   une  fonction  telle, 
qu'en  faisant  t  =  o  il  vienne  identiquement 

'"''"^'^"f  >^- ^-9  {0,  ce,  X.,  X x„)  =  o. 

53.  Si ,  par  cas,  une  fonction  d*une  forme  connue  a  renferme 
déjà  une  ou  plusieurs  fonctions  de  x,  Xj,  x,, .  .  .  x„,  comme,  par 
exemple , 

a  =  F  (a,  i,  c,  ...  ^,  7,  r,  ...  X,  X,,  x,,  .  .  x„), 

on  devra  prendre   vi  '^r^  -^t. 

U  =  F  (A,  B,  €,  ,  . .  P,  0,  R,  . .  X,  k.,  X,,  . .  X,). 

6* 
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'    hk'   Si,  par  cas,  l'on  a  '^   '>'iJ'  »    v;i.?t/'>    hî'>f(;>h   >.9«in] 

07,;   hi'j'irol)  Fîffoitel  ,    .O^iO?    ..  .      -y    ,\)   ,\  ,v!l  \,t\ 


on  devra  prendre  '^'^^V'  ^     -   ^oidm'tns' «uJ  >r>a  '  : 

S(   9JÎ|5  f")li         if*  ^  f*' -H  f* "  M-     ••  TJ  ;  /«  'i'ïto  IffOlt^b  *15>H» 

^^t/-'.  H  bV  zn ; ;; —  (jt  ua^o^  '>paoq 

.)\(Si.    -■.       «A    (i[Xj,     ^Xg^^  ,•••  '■'*'  >  ^^DiMiîliiTifr 

55.  Si,  par  cas^lWa ''  '    '    "  ^'  (  ^^^    '^ 

.jA  .,/w  ==  /<^a?  /(ia?,  jcb,  .  .  .  .  /uck^uAllioi,. 

,  ,     '  ji.ifuui  ;.a<)iJ>.-ji  -inh  iïiiM.,ù..;>  isq,  .Ki  .s^^r,  ,.« 

on  devra  prendre  ■  ;       "      '  *  .        ,. 

/'X"      z'x"'      /*x"  /*x" 

(/X  I    rfX,       ix,....  (    idXn; 
X'      J  X',      J  X',  J  X'„ 

d'ailleurs,  l'auxiliaire  W  devra  être  une  fonction  définie  comme 
IV ,  ce  qui  exige  que 

Les  limites  X'„  et  X"„  de  X„  soient  des  fonctions  de  /,  X,  X,, 
X,,  .  .  .  Xn  —  1,  mais  indépendantes  de  Xn  ; 

Que  les  limites  X'n_,,  X"„_,  de  X«_j,  soient  des  fonctions 
de  t,  X,  X,,  X^...  Xn_^,  mais  indépendantes  de  Xn_,  X„; 

Et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  limites  X'  et  X"  de  X,  qui  devront 
être  des  fonctions  de  t,  mais  indépendantes  des  variables  X,  X,, 
X,...Xn.        •    ::;»-■)  ?-'"0'  r.)\r'}fi(î'  :»air  .. «/SJ/ïjjq.  ,'i^:v.,^(^,,/,^. 

56.  Si,  par  cas,  l'on  avait  o]  %'{Ufimilq  uo  E\tiu\^^ 

u  =  Jdxi  Jdxi  -t- 1  .  .  .  jvdxk ,  ^ 

on  devrait  prendre 

U==  1     dXi    )    dXi^,...    1    ydxiL.j^.. 
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étant  les  mêmes  que  dans  le  dernier  article. 
5'j,  De  même  encore ,  si  ron  avait      ^ 

on  devrait  preadrep  oiparia  «oojRfïqqua  ^ymiBÏUxfir,  ai'jinij     , 

t;  ignifi  GTbfiOjvjr.q  no;  o  -rrr  1  ofi9viJOfr  o1^  9«?.Bi  fUi  ^fJuliué^'n  <■  ' 

'  Y       V  Y    » 

en  déterminant  les  auxiliaires  Y,,  ¥,.+.,,  Y,  ^ , .  .  .  Y^,  d'après  les 
règles  précédentes. 

Et  ainsi  de  suite ,  quelle  que  puisse  être  la  fonction  auxiliaire 
que  l'on  puisse  avoir  à  former.  D'ailleurs,  à  part  les  restrictions 
que  nous  venons  de  signaler,  les  fonctions  auxiliaires  devront  être 
supposées  aussi  générales  que  la  question  pourra  le  permettre. 

Mb  afloflfjv  ai/oa  oup  //  jToîJ')f?ol^i  n.fé  a.-i?.iifq  onp  aiJsijÇ)     .  t 
~9n  \u'j[m'j  oh  anofJBièqo  «ôenavib  *tjî>j  )iBr#)09Ô9  uo'l  m  .i9-i'}bi<u<' 

58.  Maintenant,  supposons  pour  un  moment  que  W  exprime 
une  quelconque  des  fonctions  auxiliaires  dont  nous  venons  de 
parler;  supposons  encore  que  l'on  calcule  les  dérivées. 

dt       de       dt^ 

i'En  faisaiït  varier  tout  ce  qui  peut  dépeftdie  de  ^;  supposons, 
enfin,  que  dans  les  résultats  obtenus  on  fasse  t=  o.  On  trouvera 
ainsi  des  valeurs  particulières  de  ces  rqçultats,  que  noiis  désigne- 
rons respectivement  par 

,- ).     //i, 
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et  auxquelles  nous  donnerons  le  nom  de  variations  du  iff  du, 2,*, 

du  3^,  ...  ordre  de  la  fonction  w. 

09.   Supposons,  en  second  lieu,  que  Ton  calcule  les  dérivées 

dt       </(».      A»  V.  ,t)io»ao  'jtnmk  ù(1   .vc 

En  traitant  celles  des  variables  X,  X,,  X,  ...  X„,  qui  peuvent 
entrer  dans  la  fonction  W,  comme  si  elles  étaient  indépendantes 
du  paramètre  auxiliaire  i;  supposons  encore  qu'après  avoir  calculé 
les  résultats,  on  fasse  de  nouveau  t  =  o  :  on  parviendra  ainsi  à 
des  espèces  de  variations  tronquées  que  nous  désignerons  respec- 
tivement par 

_       _^'      'L-j '•ÎFfffî'afe  i^sf  lofifliiïiiatéb  {i9 

C'est-à-dire  en  couron;^^^  ^^'^  1^|  1^  carafj^f istiç^ç  ordinaire 
des  variations.  ,      ,/    ,  ;    ,  .•.    .  ; .  .!     ... 

Il  va,  d'ailleurs,  sans  dire  que  les  signes  S  et  <5^  sont  de  simples 
caractéristiques  indépendantes  de  la  nature  de  la  fonction  w. 

60.  Quelle  que  puisse  être  la  fonction  W  que  nous  venons  de 
considérer,  si  l'on  effectuait  les  diverses  opérations  de  calcul  né- 
cessaires pour  parvenir  à  sa  valeur  sous  forme  explicite,  elle  se 

réduirait  à  une  fonction  ordinaire  dç  t^  ^,  X^,  X,.  .  .  }^B,.eti'on 

•  ..•1      ,.  _.    Ti;f,i4izw  „  KOOfi^no!   <iîji»  î)Ui>(ru;iii>ui»   yini 

aurait  identiquement  «  ^ 

.iW  /dW\  dW    dX  dW    dXi  dW  dX, 

IT        [irj  ~^  Ix"  17       "S  IT  "^  ■  ■  *        dx^  IT' 


en  désignant  par    (-r-)  la  dérivée  de  W  par  rapport  à  t,  calculée 

comme  si  X,  X,,  Xj  .  .  X„  ne  dépendaient  point  de  ce  paramètre , 
Maintenant,  si  Ton  Mt  ^  =  o,  les  dérivées 'î     '"  y^^''  ^-'^^  *''•'- 

IT   ir   "cïT  ■■-■(■  .  -ifS" 


SDR  LE  CALCUL  DES  VARIATIONS.  kl 

se  réduiront  respectivement  à  h  «»el  ,j»fir>  ea  «ineb  ,9upRijfq 

Sw,  Sx,  SXjj  .  ,  .-^xà;" 

Tifc        ,'s!a      ti.V> 

les  dérivées  partielles  • 

a^fffm  tnMn90pitfi^hi  inoa 

/dW\     dW     dW  dW 

\   dt    J       dx  ^   dxi  '  dX, 


se  réduiront  respectivement  à 

-KiTJbv  «sb  h>ji6;>  i>b  ja9inf*uqotj/ai)  ;)i    i'»'>ui>mif!(>  )  ?njo*ï     l'Ô 

"T.,       «w      au."  ai», 

SiÈ,  ^v^,  i  *  ii^»  gijofl  ,89ÔijpHOiJ  eanrî 
nous  devrons  donc  avoir         -^  .\>  '^\  •        '»%*  ,ts)  i  r=  « 


(i)  Sw  =  $w-hi!^  Sx^^^  Sxi-h  .  .  .  H-  ^  îie„l^o  2'io!fi 

'  aa;  cur,  dx^ 

6 1 .  On  voit  par  notre  dernière  formule  que  tout  se  réduit  au 
calcul  des  variations  tronquées.,  C'est  donc  de  ces  dernières  que 
nous  allons  nous  occuper;  mais  auparavant  nous  ferons  observer 
que  si  une  fonction  quelconque  jp  ne  doit  pas  dépendre  des  varia- 
bles Xp,  Xp  ^  ly  Xp  ^t ^'JJtny  l'on  aura  identiquement 

puisque  les  dérivées  suivantes  :  -\  Jumfit  no  ,&1iii'  'fc<j  ^£ 

d^f       dxf  .^  ,  '  dx„ 

seront  nidles,  .  ,  '^U^  tl  .^^l  ^^4.^%  "  :  . 

De  même ,  si  w  est  une  expression  définie,  c'est-à-dire  une  ex- 
pression telle  qu'elle  ne  dépend  plus  des  valeurs  intermédiaires 
des  variables  indépendantes,  comme  sont,  par  exemple,  les  in- 
tégrales définies,  l'on  aura  identiquement 

(3)  .    .i'êw^'liju. 
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puisque,  dans  ce  cas,  les  dérivées    .i,tt#^>ii'^/it:^;?^^Tt^iio'Wiji^ 

du  \.  âw        dw  dw 

doB      dxi        (fcc,  dx^  .'    ;..         ~ 

ihii-ffiq  ëièv,;  > 
sont  identiquement  nulles. 

3. 


62.  Pour  commencer  le  développement  du  calcul  des  varia- 
tions tronquées,  nous  supposerons  que  l'on  a 

a  =  ¥  (a,  b,  c,  .  .  .  p,  q,  r,  .  .  .  Xy  X,,  Xt,  .  .  ^n);^j,  g^,,,;. 
alors  on  devra  prendre  (article  53)  ,,^|^  -— t  ^t 

U  =  F  (A,  B,  Ç,  . .  P,  Q,R, . .  X,  X,,  X.,  . .  X„):     . 

dès  lors,  en  différentiant  comme  si  X,  Xj,  X,  .  .  X»  ne  dépen- 
daient point  de  t,  nous  aurons  '      i" 

dV dV  dA         dU  d3         dV  dC 

dt       dllt  ~^ Ib  dt       Uc  dt"^  '  '  ' 

du  dP        du  dQ        du  dR 
^^  dP  d<  ^^  dQ  dt         dR  d(  ^^  •  •  * 

et  par  suite,  en  faisant  t  =  0,  il  viendra    "^  ;"<•'♦/(  jm;    ^  M'-i!î!.>  iu. 

/  *  »  T       da  "7     dtt  "T,     da  "T 

(4)        iB  =  -ia+-i6H-5^Jc  +  ... 

du  ~  du  ~  du  ~  ,  i 

dp      '  dq       '  dr  r  r\ 

63.  Supposons,  en  second  lieu,  que  l'on  ait 

•*;      •  ;  ;(.;     t    ;       ■  rn(fîv%  ?    ,*^Jn«4)ff^!rfàbfri   J^'>i<i    '  ■' 

,f» _H  f*'  -+.  f**  -4-  •  •  •  ^'ji nûèb  ;i;)i «jî^')! 

.        X  v  =    ; ^ ; 

dx  dxi    dXi    .  . . 


-^T 
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levra 

*    'A. 


dans  ce  cas,  on  devra  prendre  (article, 5 /i)     vi^'i 


,^*\  V  = 


par  suite,  en  différentiant  par  rapport  à  t  comme  si  X,  X,,  X,,, 
X„  ne  dépendaient  point  de  ce  paramètre,  l'on  aura 


dV 

ydxf"  dx/  ^dsj""-  ' 

dt  ~ 

dt 

dx^  dxr  dx/. . . 

et  par  conséquent,  en  faisant  t  =  o,  il  viencjra  | 

(6)  ^t;=- — — ^^    ./^"V 

,     du/'' dxj^'.  dxj*  .^^\-fj^*^:yl 

64.  JSuppospDS  encore  quft,  l'on,  ait*      . 
dans  ce  cas,  on  devra  prendre  ,o==ï  to;;»!»! 

PX"-  /*X"-  /*X"-  /*X"t 

t/  X  ,•         ^/  X  i  _,_  ,  »/  X  ,  _^ ,    ^  .  , ,,  J       ^  X  t 

Dès  lors,  en  différentiant,  par  rapport  â  t,  comme  si  X,  Xi,  X,.. 
X„,  ne  dépendaient  point  de  ce  paramètre,  on  trouvera  par  un 
calcul  semblable  à  celui  du  paragraphe  2,  chapitre  ii: 


dV 
It 


rx\     Y*^v>       /^F.-i-  "r-,.\>.  C^'"    du 

=  j    dXi    I    dXi,^,    j  'rfX,-^,' I    c?Xfc — 

J'A*^,-  ■     /*x",-  ^  1         z'X",-  ^  5        '  ■■       ^^  ,„„ 

X'.      Jx'.^.    --Jxu.  ^l'^^^""*         * 


lO 


■^j  on  r/- 
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Xi        »y    X  i  _t_ ,  ^    X  fc 

/'X",-  ,  /  X"i  ^-T"—  ^-   V    /»X"fc  j„„ 

-4-7^;        çDC;^,        çiX.-^,..  .        rfXfcU 

tyX,_,_,         t/Xi_t.j  ^    X  le 

dX,      dX....       <«,...„..  7|;ui|l 

Ai         ,^     Ai_^.i  j/     Ai_^j  .       .        __- 

x'i     J  x'i^,        ""'-^  J  X'.  '^^ 

—       dXill;i]       dXi^,...        dKuV^^     ' 

t/     X  i  t/     X  i  _^.  a  ^     X  it 

— 7^;     dx....      dXi^,.,..      dx,\]  ^ 

t/Xj.^.,         t/Xi_,.j  .  nJ    X  k 

et  en  faisant  f  =  o,  ii  viendra  ;  6ivoi>  (ïo  ,2isf>  fio  ««ef) 

(6)  <y  V  =  fdxi  fdxi  ^  1  J<ir;  ^  , .  .  .  .  Jctrfc  ^  a     =  ▼ 

.  -h  fdxi  fdxi^  ,  fdxi^,,  .  .  f' u~S  x"k  .    ,^ 


,"/l. 


-f-  /rfa;,-  7a;.'_;r/  fdxi  -H  î  .  .  .  fe  tt  ^  x"i 
-f-  7  a;..'  fdxi  ^  1  /fir,-  ^ ,  .  .  .  fdxk  u  S  x"i 
—  fdxi  fdxi  ^,  Jdxi^,.  .  .  il'  '  il  1  x'k 
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Vt  ^  (*.^)  ^  ^  ^^''  ^^^'  ^  '  J^'  -  3  •  •  .  fdxk  u  s  x'i. 

V^         ,5/W.  .•'^î..  .>X7 -a  2-.- 

'  oô.  En  général,  soit  w;  une  quelconque  des  fonctions  qui  entrent 

dans   la  question  que  l'on  veut  résoudre;  soit  W  la   fonction 

auxiliaire  correspondante.  Cela  posé, 

Supposons  que,  d'un  côté,  l'on  calcule  —,  en  traitant  les  varia- 
bles X,  Xi,Xa...X„,  comme  si  elles  étaient  indépendantes  de  t,  et 
que,  d'un  autre  côté,  l'on  calcule  r- ,  en  traitant  les  diverses  fonc- 
tions d  qui  peuvent  entrer  dans  w  comme  si  elles  dépendaient 
de  t. 
,  î^  %,  Les  deux  résultats  obtenus  seront  évidemment  semblables  et 
ne  différeront  l'un  d«  l'autre  que  par  la  dimension  des  lettres. 
Lors  donc  que  l'on  fera  If  =  o,  le  premier  ne  différera  du  second 

qu'en  ce  que  la  caractéristique  S  remplacera  la  différentiation  re- 
lative à  ^  ;  de  là  résulte  cette  règle  générale. 

Pour  trouver  la  variation  tronquée  d'une  fonction  quelconque 
w,  on  la  différentiera,  par  rapport  à  t,  comme  si  les  quantités 
passibles  de  variation  étaient  des  fonctions  de  ce  paramètre  ;  après 
cela,  on  changera  les  dérivées  relatives  à  t  en  variations  tronquées 
analogues.  -^  ,^, ,,, 

66.  Il  est  facile  de  vérifier  la  règle  précédente  sur  chacun  des 
exemples  que  nous  venons  de  donner  dans  les  articles  précédents. 
Nous  nous  bornerons  à  l'apphquer  à  l'expression 

>..         ^,         w        «-X,ii|      ....     i.»..''!  ;^i     ■.:!         ••■*■.       •*-,--'  * 


ij 


mais  en  supposant  les  a,-,  /S,-,  a,-^,,  /3,-^  ,.  .  .  a^,  jSjt  constantes, 
comme  ne  devant  pas  éprouver  de  variation. 

7* 


"%. 
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Dans  ce  cas,  la  formule  5i  du  chapitre  i^'  nous  donnera 

Tj  -.aK^    .      -H  2  a.-  V{''.  .  .fj  ...  Vi'  a  I    ^  7  v« 

-4-  2  B;  V^\  .  .f"'...  V^'  „  IrJ' 

,  ^^    -^    ri  Xi  'Xf  Xv    fl  °   *    P 

66.  Il  nous  reste  à  rapprocher  nos  formules  de  celles  qui  sont 
déjà  connues  pour  les  intégrales  doubles  et  triples,  d'après  les- 
quelles on  se  trouve  conduit  à  faire 

(8)  S  Jdx  Jdx\...  JadùCn  =  fdxjdx\..  .fdxn    ^"~£^^--£-  *^^' '"•■•"£'  ^  ^'^ 

67.  D'abord,  puisqu'il  s'agit  d'intégrrales  définies,  nous  aurons, 
d'après  nos  formules  ( article  6 iK     ^       •.  •  1  ,        a 

>;l()nfiii,   .  ç,     Cdr''''''-    hiL^  —  's  fdx  (dx'''''-''^taÉ'^  ^^  ^^    ' '' 

dont  les  econd  membre,  calculé  au  moyen  de  la  formule  6  (ar- 
ticle 64) ,  nous  donnera  ^  .  cl-U^^OiJiliÛ 

(9)     U^tvr^u  ■  s  Jdx  jdx,.  .fudxn  =  /c?a?  /(/a;^  /c?a^, .  .  .fdxn  ^  «  ^^^ 

,  j,  A^.7  -kS^  1x,  '    f  «^^>  •  •  •  'f^n   U  7  X\ 

^.'itiiuJaaoo  j,S\  ,j,*  .  .  ..  ^i^  .,f.,_~'~ •  •  '-fl^^qi!  I  *  '  '1*  '  * 

.Moiîfir/ij/  n'.-i-  fdx  fdx,  Ji/a?, . . . .  7^  "    tt  ^  a:"„ 
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—  il    /^'  /^» /^^«  «  ^  a?' 

.  ^aiii  ,    —  /^  lt:    fdx,,,..  fdXn   a  7  X\ 

—  fdXn  Jdx,  lî\.  .  JdXn   a   7  or', 

g„p„  '-fdxfdx,fdx,.,...f^;;    u~sx'n. 

Il  suffit  de  faire  voir  que  la  formule  8  peut  être  ramenée  à  cette 
dernière  forme.  1  ^^ii. ..  — ^    i_,| 

68.  Pour  cela,  nous  ferons  obi5êfVêr'^ù*au  ittoyëii  de  la  formule 
54  du  chapitre  i^*^  on  peut  transformer  im  terme  de  la  forme 

fdx  Jdx^  fdXi ....  fdxp  ....  fdxn     '        , 


f      ,1 


en 


da;". 


fdx. . .  /cbp _ ,  7^  '  /ficp  _^.  i  fdxp ^  s. . ./cfcr„  a  ^iPp 
fdx,..fdxp—ifdxp1j'*''fdxp^i...fdxnu  Sxp, 

fdx...fdxp_ifdxpfdxp^i1^'''^\..fdxnaSxp     '' 


dx 


dxf 
3.(j  -««r  .  .  v^ 

a;"  dx" 

-fdx...fdj;p-Jdxpfdxp^Jdxp^,...1  ^ySxpj^ 
'^fdx...jdxp—y1^'fdxp^^fdxp^t...fdxnuSxp 

+ 

^,  ^  -j- fdx,..fdxp ^  1  /c?a;p /ctep ^ ,  fdxp ^ ,... 7 ^ '  «  ^ajp ~ 

En  outre,  d'après  la  formule  70  du  chapitre  fy  la  variation 
Sxp  peut  être  remplacée  dans  ce  terme  ^..^  »u^ 

ij,  .J^jdx  ....  /c/iCp  _ .  ^^^^  fdxp  ^  ,  /(iaîp  _H  , .  .  .  Jdxn  a  Sxp 
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par  7^  ^  Sxp,  c'est-à-dirçjpar  Sx'p,  variation  de  x"p;  et  dans  le  terme 

fdr  ....  fdxp  —  1  '7^  '■  fdxp  ^  i  fdxp  -h  2  ■  •  •  fdxn  u  Sxp 

par  7^^'',  Sxp,  c'est-à-dire  par  Sx'p  variation  de  x'p. 

C'est  ce  que  nous  supposerons  dans  l'article  suivant. 

69.  Supposons  maintenant  que  l'on  transforme,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  les  différents  terme  du  second  membre  de  l'é- 
quation 8  qui  peuvent  donner  lieu  à  de  pareilles  transformations, 
et  que  l'on  groupe  les  résultats  par  rapport  aux  signes  ,„,  ,   ,^,, 


x'  "'^' 

•    I  X  „■> 


.S      > 


on  trouvera  que  cette  équation  o  se  change  en   ' 
(  1  o)  Sfdx  fdxi  fdxi . .  .Judxn = fdx  fdx^  fdx^ . . .  fdxn  \Su  —  —  Sx  —  —  Sxi  — , 

-1-7^   fdxi  fdXi....fdxna\  Sx"  \ 
-+-  Jdx  7^'  JdXi....fdxnU,\  Sx'\ — j^  Sxi 
.    .  -H  jdx  Jdxi  1^\  .  .  fdxn u \  Sx\  — j^Sx—j-^  Sx^ 


fdx  fdxjdx,...ll^     u  j  ^^"n-'^Sx--^^    S 


X, 
dx' 


du 
dx. 


SXn 


■aS^ 


—  1       fdxi  fdxj . . .  fdxn u\  Sx'  \ 

dx\ 


SXn 


fdx  1^  '  fdxi . . .  fdxn  u,    Sx\  — — ^  «^o;  j 


dx\ 


dx'„ 


uoiiK; 


—  fdx  fdx^l^''  ...fdxnU  j  Sx'^ — — ^  Sx  —  —'  ^^1 


fdx  fdx,  fdx,...,fj'^    u  I  ^X'n-^  ^^-d^^^'  ' 


c3ti»^_  ,  ^:  ^bi_   J^\  ,  .:.c$x.K^\^. 


dx' 


dxn 


SXn  —  i 
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70.  Après  cela,  nous  ferons  observer  que  comme,  quelle  que 

soit  la  valeur  de  l'indice  p ,  les  limites  Xp,  x"p,  ne  dépendent  point 

des  variables  Xp,   iCp _,,...  OJn,  l'on  doit  avoir  identiquement 

(article  61): 

Sx'p  =  Sx"p  -f-  -j-  Sx  H-  -rj-  Sxp  H-  ..  -h-   ,  Sxp^,, 

Sx'    =  Sx'    -f-  — -  Sx  -^-l.Sx,^..-{-  -r-^-   SXp-,, 

tandis  que  (article  60)    >\x 

'(\\\\\         f.  T .  du    ^  du     ^  du     ^  du     .  ■ 

'^»"'         Su  =   Su   -h  T    Sx  -h  T-   ^0C,-\-  —   Sx,  -\-    ...    -I-  —    SXn. 

dx  ox,  oxj  aa;„ 

Nous  substituerons  donc  ces  valeurs  dans  le  second  membre  de 
l'équation  i  o ,  et  nous  trouverons  qu'il  reproduit  identiquement 
celui  de  l'équation  9  :  ce  qui  suffit  pour  prouver  l'équivalence 
de  nos  formules  avec  celles  que  l'on  pourrait  déduire  de  tout  autre 
procédé. 


;J,V,,:'f: 


CHAPITRE   III. 

■■  '  '    •  '-      '■  -t  ri 


1. 

73.  Dans  ce  nouveau  chapitre,  nous  appliquerons  le  calcul 
des  variations  à  la  recherche  des  maxima  et  minima  des  inté- 
grales définies  multiples,  et  plus  généralement  encore  des  ex- 
pressions définies  relatives  à  un  même  système  de  limites;  mais, 
avant  de  commencer,  nous  croyons  devoir  indiquer  quelques 
modifications  dans  les  conventions  précédentes. 

74.  D'abord,  nous  n'aurons  plus  à  considérer  les  fonctions 
auxiliaires,  que  dans  le  dernier  chapitre  nous  avons  exclusive- 
ment désignées  par  des  lettres  majuscules;  dès  lors  nous  pour- 
rons employer  ces  dernières  sans  aucune  acception  distincte,  et 
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c'est  ce  que  nous  ferons ,   suivant  les  besoins  qui  pourront  se 
présenter.  ;  ,^^  :^.,iai\  ab  luoini  àii  j*o<! 

76.   Si  dans  l'équation  identique  ..rs;  asjl^&iliiv  asl) 

on  remplace  h  par  Vj-^'  u,  c'est-à-dire  par  a,  ^  ,  '7^'"*"'  u 
-4-/3,^,  Judxi  H_  1 ,  il  viendra  pour  résultat 

el  en  continuant  d'une  manière  semblable,  on  verra  que  toute 
expression  de  la  lorme      ,  ,jj,  j-^u r.»vuofi  «i/of?  t^  ,  o  1  «oitcupèi 

V^'  V"'''-^'  .  .  .  V^'u 

peut  se  ramener  à  une  suite  de  termes  de  même  forme,  mais  dans 
lesquels  chacune  des  caractéristiques  V  se  trouvera  réduite  à  un 
simple  signe  de  substitution  7  ou  à  un  signe  d'intégration  J. 
Désormais,  nous  supposerons  cette  transformation  effectuée. 
De  cette  manière,  l'expression 

V  ^  V  ^'  V  ^'  tt 

représentera  une  des  huit  suivantes: Dfh'^^i  b\  é  ,inohn'\fnf  m^ 
Jdx  fdxi  fudx^y  fdx  fdx,  l-^'u,  fdx  1^'  fudx^ ,  7^  fdx^  fadx^  "' 

fii!ô76.  Pour  ne  pas  nous  laisser  entraîner  à  une  généralité  sur- 
abondante, nous  supposerons  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de 
l'indice  p,  la  fonction  jp  représente  essentiellement  l'une  ou  l'autre 
des  limites  x'p,  x"p.  ,,,       ..,     ,,  ;  ,,    ,.  ^ .  >    .lmui;. 


m 
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^,^^7.  Soit  V  une  expression  composée  de  termes  définis,  dont 
les  uns  soient  de  la  forme 

X         a;,         x^  X,     "  ' 

tandis  que  d'autres  seront  de  la  forme  (/w<C«)'  "^^  i=^irr  •rrr.^.r.. 

en  désignant  par  u^  une  fonction  quelconque  de  x,  Xi,  a:, ...  Xm, 
mais  indépendante  de  a;;„  ^  , ,  j^^  ^  5, .  .  .  a:„.  Dans  ce  cas,  comme 
d'après  la  formule  2^  (article  16),  on  a  identiquement     "^V 

;  ;•;   ii'.'ff'^.'^rjq..!;'' 

"■m '  ~.  '  ».  •    •    •        -r    '*'«  ' 

nous  remplacerons  les  termes  de  la  dernière  forme  par  d'autres 
termes,  tels  que 

X        X,         Xj  *  '   ■         a;„      Xn_f_i      x„  .^_  j  '  *  ■      X,     "'* 

De  cette  manière,  tous  les  termes  de  v  seront  d'une  forme  ana- 
logue et  leur  comparaison  sera  plus  facile;  d'ailleurs,  dans  chacun 
de  ces  termes,  les  caractéristiques  V  peuvent  être  différentes  :  elles 
doivent  être  seulement  assujetties  aux  conditions  de  l'article  76. 

2. 

78.  Supposons  maintenant  qu'une  somme  v  de  termes  sem- 
blables à  ceux  dont  nous  venons  de  parler  renferme  une  ou  plu- 
sieurs fonctions  inconnues,  on  peut  demander  quelles  peuvent 
être  les  valeurs  de  ces  inconnues  pour  que  v  devienne  un  maximum 
ou  un  minimum. 

On  sait  que,  dans  ce  cas,  on  doit  avoir 

Sv  =  o, 

en  laissant  les  variations  des  inconnues  aussi  arbitraires  que  les 
10.  8 


^ 
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conditions  du  problème  peuvent  le  permettre;  de  telle  sorte  que, 

si  les  inconnues  doivent  satisfaire  à  des  équations  de  condition 

W  ■=:  G  ,  Wi  =  G  ,  W^  =  G  ,  .  .  . 

insuffisantes  pour  les  déterminer,  les  variations  de  ces  inconnues 
devront  satisfaire  aux  équations  de  condition 

Sw  =  G  ,    SWi  =  G  ,    Sw^  =  G  ,  .  .  . 

sans  autre  restriction  quelconque.  t^é^  ^Sii^^^si^hhm  ^iem 

79.  Nous  avons  déjà  vu  (article  61)  que  lorsque  v  est  une 
expression  définie,  on  a  identiquement 


ainsi ,  l'équation  aux  variations 

Sv  =  o 


pourra  être  remplacée  par 


''    '     . 
Sv  =  o.    .«•  ^  , 

80.  Si,  par  cas;  le  premier  membre  de  l'équation  de  condition 

w  =  o 

est  aussi  une  expression  définie ,   on  pourra  encore  remplacer 
l'équation  de  condition 

par  1  équation  aux  variations  tronquées  .   . 

ce  que  l'on  prouverait  de  la  même  manière  que  dans  le  dernier 
article.  ,  ...     .,i   m 

,01 


SUR  LE  CALCUL  DES  VARIATIONS.  59 

Si  tt>  n'est  pas  une  expression  définiiB,  et  qu'elle  renferme 
une  ou  plusieurs  des  variables,  indépendantes  a;,  a;, ,  a;,,..  aj„, 
nous  aurons  alors  (article  60)   {00  obi^'.  ove  ^jio/.   .t^ 

ft  T  ^"'     r  d.^     r,  dw 

dlV^  dlV-^~-  dX-\-  -,—  dXi-\~  .  .  .  -t--—  dXn=0;       "    ■ 
dx  dx^  dx„ 

mais  l'équation  w  =  o  nous  donnera  encore  identiquement 

Ar      '  *        àu)  dw  dw 

et,  par  suite,  l'équation  dç  condition 
■  -î/ïi'f b  d  '^/f  ut  ,  1  i  j  )  «^  jVî  lï)  ï  "i^w  ±;=  0 

«)rii-^/^-,       !    n.v    11   r.  .'i-'       ^/     ■,"'.i'-.      1 

se  réduira  encore  à 

Siv  ■==  o. 

.,,i3i.  Comme  ce  que  nous  venons  de  voir  pour  l'équation  de 
condition  w  =  o  peut  se  répéter  pour  chacune  des  autres,  nous 
en  conclurons  que. 

Dans  la  recherche  des  maxima  et  minima  des  expressions  dé- 
finies, il  suffit  d'avoir  égard  aux  variations  tronquées  de  ces  expres- 
sions et  des  équations  de  condition  qui  peuvent  lier  les  inconnues  qui 
s'y  trouvent  renfermées. 

82.  Après  avoir  formé  les  équations  aux  variations 

on  aura  recours  à  la  méthode  connue  des  multiplicateurs  pour 
ramener  la  question  à  celle  où  l'on  n'a  qu'une  seule  équation 
aux  variations,  que  nous  désignerons  par 

V  ='i»,»  19'ïî>^|*«0''    ■■■■■• 

et  dans  laquelle  les  variations  de  toutes  les  inconnues  peuvent 

8* 
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être  traitées  comme  indépendantes  les  unes  des  autres  :  c'est  ce 
que  nous  supposerons  déjà  effectué.  ^î^* 

83.   Nous  avons  vu  (article  66)  que  wifi  «noiwa  ajjoa 


lti9m'*i'.f  oiJff^ 


—  2V'''V^'..    1""''  .  .  .V^-uSx'^. 

Lors  donc  que  l'on  aura  développé,  s'il  y  a  lieu ,  la  valeur  de  Sa, 
on  aura  pour  résultat  ime  somme  de  termes  qui ,  sauf  la  diffé- 
rence de  signification  de  caractéristiques  V,  seront  de  la  forme 

en  désignant  par  0  une  fonction  donnée  des  inconnues  et  des 
variables  indépendantes,  et  par  6,  la  variation  tronquée  de  l'une 
des  inconnues  ou  bien  une  dérivée  différentielle  d'une  semblable 
variation.  uWimhm  fà  mëH 

De  là   et  de  la  préparation  indiquée  dans  l'article  "77,  nous 
conclurons  que  l'équation  ''    . 


V{ 


MAOiti;;  Y  z=z  o  }{  àç^n<î(i 'ut^?/G  «i>H|A.  *.«?> 


peut  être  regardée  comme  composée  d'une  somme  de  termes  de 
la  forme 

V-^  V-^'  V-^'  .  .  .  V-^"©^,  , 

comme  ceux  dont  nous  venons  de  parler.  C'est  sous  cette  forme 
que  nous  allons  considérer  cette  équation 

■  J   ri'MîiltlCK)  V  =  o.  '>ll';I{p^i  Aiial)    1  ; 
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3. 
84-  Après  avoir  ramené  les  termes  de  l'équation 

V 

à  la  forme  que  nous  venons  d'indiquer,  nous  examinerons  ces 
différents  termes  pour  voir  s'il  s'en  trouve  qui  soient  de  la  forme 

J  Xi         a7j  a;„        dx 

en  supposant  que  6  exprime,  soit  la  variation  tronquée  de  l'une 
des  inconnues,  soit  une  dérivée  différentielle  quelconque  d'une 
telle  variation.  ^^^W^f^^^'^W^ ^m  ^.t'A^  '^imip  i/iiînjjr^yb  ,iif» 
Si,  par  cas,  il  s'eii  trouve  de  tels,  nous  les  remplacerons  par 
l'expression  équivalente  (formule  67,  article  34):  oMxri,;/ 

-  /«fe  V/;  V^; . .  .  .  VJ;  |o       .,;;,;^V ^ni^;-!; 
-1-7^"  V^'  VJ.  .  .  V^-HÔ 

—  r  v^;  v^; vy-ue'"    ''"■•     '  ■ 

-^fdxvi-.....vi'^:....vi-j,^e 

-^Jd^^i; ^i;---^i:^P«;^- 

•'i-  2/(ir  V{' T''  ■■■■  Vi'z'uB, 

J  a;,  Xf         _  Xn       r  ^ 

dans  laquelle  p  devra  être  successivement  égal  à  1,  2 ,  3, .  .  n,  et 
le  signe  S  indique  qu'il  faut  prendre  la  somme  des  termes  que 
l'on  trouvera  de  cette  manière. 

Après  cette  première  transformation,  nous  recommencerons, 
s'il  le  faut,  de  même,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  nous  arri- 
vions à  une  nouvelle  équation 

V.  =  0, 
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qui  ne  renferme  plus  de  termes  de  la  forme 

fdx  Vl^  V^=...  Vi"uf. 

85.  Après  cela,  nous  exai^inerons  de  nouveau  les  termes  de 
la  transformée 

'>{mo!  sî  '^h  Ifforor',  înp  on/^u' :;>  r-  j'à  imi  'umq>*,9r^'f9l  éîIno'iè'Rrl) 
pour  voir  s'il  s'en  trouve  qui  soient  de  la  forme 

en  désignant  encore  par  6,  soit  une  des  variations  tronquées  des 
inconnues,  soit  une  dérivée  différentielle  quelconque  d'une  telle 
variation.  i,(        .    .,  ,.,j  .îi.  ,  .       ,     /v  .     , 

Si,  par  cas,  il  s'en  trouve  de  tels,  nous  remplacerons  chacun 
d'eux  par  l'expression  équivalente  (formule  67,  article  3A): 

'■  ■  '4-' V  l""'  V.'''  .'?';';  ■.  .  V-^-B  9 

-2Vi/dx,  V^;...V^;._..V^;^Zp« 

—  2V^  fe  V-'-'...  V^'.'.'v^-ZpH^ 

—  2  V->'  Çdx,  W^^  .  .  .  7f  .  .  .  V{"  ^"a  e 

'"'-  ■''■';^^vy  fdx,  Vf  ...7!'':..  vj^^VaS'.^'^'"  '!''''' 

OffC  ^nrmsf    >^0'  a;  J       »         x,  x^        ,     ^    a;,    ,r  jr    ^^^^^^^  ^^ 

AprèjSj cette  transformation,  nous  recommencerons,  sn  y  a  lieu, 
de  la  même  manière,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  nous  ar- 
rivions à  une  nouvelle  équation 
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de 


;«'!«{  kI  ib 


V"^  fdœ   V^'  .  .     '^^"a  —  . 

86.  Alors  nous  examinerons  à  son  tour  l'équation  > ,  ,    |  ,ts 

V,  =  o, 

tljif  ÔT  ia  *fc«il':  fttn'iol 'étlao  nb  &/iï'i9j  iiH'iirô  'mimb\nf)'t  iiobioa 
pour  voir  si  elle  renferme  des  termes  qui  soient  de  la  forme,,){) 

en  donnant  à  6"  la  même  signification  que  dans  les  deux  articles 
précédents. 

Si,  par  cas,  il  s'y  trouve  des  termes  de  cette  forme,  nous  les 
transformerons  comme  les  précédents,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
ce  que  nous  ayons  épuisé  toutes  les  variables  indépendantes  x , 

Xj  ,  J7]  .  .  .  Xji. 

87.  De  cette  manière,  nous  finirons  par  arriver  à  une  dernière 
transformée  ^ 

dont  aucun  terme  ne  pourra  être  de  la  forme  '^^^  -' -^ 

c'est  là  une  proposition  fondamentale,  que  nous  allons  démontrer 
dans  l'article  suivant. 

88.  D'abord ,  en  passant  d'une  transformée  V,-  =  ,q  à  la  trans- 

îojI  iUîOLtKfTSv  ?.f)b  ucrii  liOf*.  ,  hlnrjbè^a'in  rMoiin&  aol  èdnb  oiaiiioa 

'  D*aprës'la  œarclie  des  caicalsi  il  est  visible  que  les  termes  des  transformées  successives 
V,=o,  V,=:o,  V,=o,...V,_j.,=:o,  sont  toujours  de  la  forme  V-^  V"^' V-^'OÔ. 
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formée  suivante  :  V,-  _h  ,  =  o ,  on  a  fait  disparaître  tous  les  termes 
de  ia  forme 


v7  ::.>;.?.>>■«  ■« 


et,  par  conséquent,  cette  transformée  f'-ff"'' '^"^^''^"•^'i*»*^   ô\^U- 

ne  doit  renfermer  aucun  terme  de  cette  forme  :  tout  se  réduit 
donc  à  f^ire  voir  que     'p.^'JiU'i^^  ^^r  ^tu^:^  uv.'^  ^n'    ?  no/   uim^ 

Si  une  transformée  Vfc  =  o ,  dont  l'indice  k  est  plus  grand 
que  i,  ne  renferme  pas  de  terme  de  la  forme 

il  en  sera  de  même  de  la  transformée  suivante  :  V^  _h.  i  :=  o. 

Les  termes  de  féquation  V^  =  o ,  qui  passent  sans  transforma- 
tion dans  l'équation  Vjt  ^  ,  =  o ,  ne  pouvant  pas  être  de  la  forme 


'JifXf 


puisque,  par  hypothèse,  V/c=  o  n'en  contient  point  qui  soient 
de  cette  forme,  il  suffira  de  considérer  ceux  des  termes  de  l'é- 
quation Va  =  o  qui  sont  susceptibles  de  transformation. 

ooit  donc  ■:\\\\c>\  vh  y^  -'.:.-.  iyv.Mot^  r..  ^i»'aû\  iiiioii'ii  i  \ui> 

X  Xi  J        ''  x„       dx^ 

un  des  termes  de  l'équation 


''  .irrevifig  'ji'il'tfi'i  anuil) 

que  l'on  doit  transformer,  et  dans  lequel  d'ailleurs  B  exprime, 
comme  dans  les  articles  précédents,  soit  une  des  variations  tron- 
quées des  inconnues,  soit  une  des  dérivées  différentielles  d'une 
pareille  variation. 
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Dans  le  passage  de  l'équation  Vfe  =  o  à  V^^,  =  o,  ce  terme 

se  changera  (formule  67,  article  34)  en  l'expression^ég  e^h^i/ti'I 


B 


^^• 

■■K 

•  '•  •  •  JdXk  '  • 

-^     VI.. 

■  n 

.  .  .  7^  *    .  . 

.  .  V-^»  tt^     *amip  i^ibWtii 

x„ 

X 

.  .  .  7^'*     .  . 

.  V^;  a^       '7 

2  V-^  •  . 

X 

■  ■  < 

fdxk  '  • 

^y^  dx,  ^P  ^  ...... 

2V^  . 

X 

■< 

fdx,,'  ■ 

-2V^. 

■  n 

■  '  ■  '  fdxk  •  • 

•':;•••  vi:»^'V» 

-2V^. 

■  n 

fdxk'- 

•  C  ••■^i"^V  «.    Mao 

dans  laquelle  p  rfevra  recevoir  successivement  les  valeurs  ^  ^  1  A*  _^  „... 
n;  tandis  que  le  signe  S  indique  la  somme  des  termes  trouvés  de 
cette  manière. 

Maintenant,  si  9  n'est  pas  de  la  forme  —  ,  en  désignant  mo- 
mentanément par  6'  une  des  variations  tronquées  des  inconnues, 
ou  bien  une  des  dérivées  différentielles  d'une  pareille  variation, 
comme  les  nombres  A  _».  1,  A:  ^  2, .  .  .  w,  sont,  par  hypothèse,  tous 
plus  grands  que  i,  aucun  terme  de  l'expression  ci-dessus  ne  pourra 
être  de  la  forme 


•àxtiionj'^b  tfi9 


/'^■-  •  •  ■  ^î»  S 


't//foTj  08  aueg^i) 


dB' 


Mais  il  peut  se  faire  que  B  soit  de  la  forme—; alors,  comme. 


dQ 


lîOiJi 


d'après  l'hypothèse ,  le  terme  •  ■'  .  &b 'b;/j 

ne  peut  pas  être  de  la  forme  '^^^^  ffftî>'/«B  Mfnf*'((  ù  M^'^nm) 
V^  .  .  /dir.  .  .  .  Jdx, 


V  „  a  - 


^"        tLr,  (Lrjt 


10. 
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et  que,  d'ailleurs  (article  76),  le  signe  V^' ne  peut  représenter  que 

l'un  des  signes       q/coi  m  ;  j  >,  oIji  uiffiirtl)  ria^nedo  »« 

,i>       jc?a;,-,   ou  bien  7'^', 
il  faudra  que  ce  terme  soit  de  la  forme 


V-^ 7"^'  .  .  .  fdxk  .  .  .  V^"  tt 

1?  /r.  v  -r 


d'e' 


^n  dXi  dXk 

aucun  terme  de  la  somme  ci -dessus  B  ne  pourra  donc  être  de 
la  forme 


^y         jdxi...  fdxj^..,  v^"  a 


d'O' 


^1         dxi  dxk 

c'est-à-dire,  de  la  forme  ■fl''^  ^  ~ 

V*^-  •  'Jd^'  '  'fdxk.  .  ■  V"^"  M  — -.      i  jHojrr'rJ.-rrfib 

Nous  pouvons  donc  conclure  que  le  terme  A  de  l'équation 
Vfc==  o  ne  peut  introduire  dans  l'équation  suivante  V^  ^  i::=:o, 

aucun  terme  de  la  forme 

'tv.vuyt  <9b  tsnii  "^è  ■iM'f  UiSKWidfiïaoïn 

et  comme  on  peut  en  dire  autant  de  tous  les  termes  de  Va==-6, 
qui  sont  susceptibles  d'être  transformés,  notre  proposition  ci- 
dessus  se  trouve  complètement  démontrée. 

4. 

89.  D'après  ce  qui  précède,  noua  n'avons  plus  qH<'à  fiQn^i.4éRQr 
l'équation 

'    V„^,  =  o, 

dans  laquelle  il  n'entre  aucun  terme  de  la  forme  .  jq  éri 

V^  .  .  .  fdxp  ...  Vf  «  -^ 
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et  dans  laquelle  encore  nous  pouvons  regarder  les  variations  des 
inconnues  comme  entièrement  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  désigne  par  a  une  des  variations 
des  inconnues  qui  entrent  dans  cette  équation  Vn  ^  i  =o,  et  par 
n  la  somme  des  termes  qui  renferment  cette  variation,  on  doit 
avoir 

n  =  o, 

\   1  V.  ■• 

puisque,  pour  j^  parvenir,  il  suffit  de  supposer  nulles  toutes  les 
variations  qui  sont  différentes  de  w. 

Comme  chacune  des  variations  tronquées  des  inconnues  con- 
duira à  une  équation  partielle  analogue,  il  nous  suffira  de  voir 
quelles  sont  les  équations,  soit  indéfinies,  soit  aux  limites,  qui 
peuvent  résulter  de  chacune  de  ces  équations  partielles. 

90.  La  solution  de  la  question  que  nous  venons  de  poser  re- 
pose sur  quelques  lemmes  que  nous  allons  développer. 

Il  résulte  des  premiers  principes  du  calcul  différentiel  que  si 
nous  laisons  ,^^jr>  enoeriil  f^iion  18     '  0 

et  que  nous  désignions  par  g  un  nombre  entier  positif  moindre 
que  h,  la  dérivée 

d'à 


sera  de  la  forme 


9  (^p — jp)  '■• 

que,  par  suite,  nous  aurons 


M 


puisque,  quand  on  remplace  a?p  par  j'p,  le  facteur  x^ — y^  de- 
vient identiquement  ttil.  ^'>  ''J<^M  ,^wuu-^jat»h  lofiiit>Jifia/r  ,i;^ 
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De  là  et  de  la  formule  69  (article  y^o),  nous  conclurons  que, 
dans  ce  cas,  on  doit  avoir      i!i>j>fii  jno<ntvt'. 

Par  une  raison  analogue,  si  l'on  fait 
et  que  l'exposant  2I  soit  assez  élevé,  on  aiura  identiquement 

,<à^«iuiyj/iii    JtOfi    ^ûilUiJCWp'J   ''.0»    l;;0?.   «oI{scr|) 

et,  par  suite,  oiuw^À)  ^oo  3\i  Oiii/o>ub  ob  i^iiijaè'ï  I:i9/ir»q 

\!'/  .\7«^'  ■.  .  .  7•^^ .  .  .  V'^'M  —————  —  or  '^•''*  '^P'^'' 

91.  Si  nous  faisons  encore  iofcim  auoa 
nous  trouverons  pour  la  valeur  de  jr^^  résultat  tel  que  j\  ou5) 

dès  lors  nous  aurons 

X-  ^(,:(  —  ,^x)  ç 
^^^^        ,  3      /^\  7^ 

^c  cb'-p  V  "^  /    ^^"' 

^    î;iC{    ,'îiïp 

et,  par  suite,  d'après  la  formule  70  (article  4i),  nous  aurons 

\    '  iT  ar,  x„  -^'^  dx*,!  ^  I         X  Xf  x„r 

92.  Maintenant  désignons,  pour  un  moment,  par  g,  g',  g"y.,\., 


)•:}      ,, 
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des  nombres  entiers  positifs  quelconques,  et  par  h,  h',  h",  ... 
d'autres  nombres  entiers,  tels  que 

h^g,   K^g',   h"^g",   T^/.  .  . 

en  supposant  toutefois  qiie  l'un  des  nombres  g,  g',  g",...  au  moins 
est  moindre  que  celui  des  nombres  h,  h',  h",.,  qui  lui  correspond. 
Cela  posé. 

Si  nous  faisons 

■"  «  =  r  (ip-jp)»  {x,'-y,Y  (V-y/)'". 

la  dérivée 


dx    dx  ,    dx  J  • 

f       r         r 


contiendra,  au  moins,  un  des  facteurs  i^p—jp),  {^p  ~yp)> 
[xp  —yp')^  '  •  .  toutes  les  fois  que  l'un  des  nombres  g,  g,  g", .  . . 
sera  respectivement  moindre  que  celui  des  nombres  h,  h',  h", . . . 
qui  lui  correspond ,  tandis  que  la  dérivée 

dx    dx,    dx»    •:•  _,  .  ^ 

sera  de  la  forme  '      ' 


(i.  2..A)(i.2..A')(i.2..A')(....)r  +  (xp-yp)r,-H(V->;yp'K 
Nous  pouvons  donc  conclure  que    J  f>ot«e9'iqxo  oJJso  anob  ici 

^  a;  •  •  •      X,-  '  •     X,-   "  '   '  X,"  "    "^  x^'1^  dx'dx?  dxf.  .  .  "*  ^-  "»   ^ 


f        r  f 


et  que 


jfcH-k'-*-*"-!-  .    . 


^     -i         "^  ,v_  '--       ^     "^    -      *'      i  r        "         dxdx^dal..i.  . 

anoi^^.■,q=5(■•^••*)(^-:^••A')('■2•••n(•••)y^•••'^î:M^f 


c 
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il  suffit  pour  ceia  de  répéter  l«s  raisonnements  des  deux  der- 
niers articles.  oup  ebi  ^gnyivff^)  <ifr(doiou  «^in/ai- 
92  bis.  Nous  savons  (article  87)  qu'une  expression  de  la  forme 

C  V^  ^i'  '•'  v^-R», .     " 

d^d^Haqueile  'lU ^%fe^  ^ZS'^p-  :  ' t^ ^repr^ênt^;'!^^  uns 
des  signes  d'intégration  fdxk,  Jdx\,  jdx{', ....  et  les  autres  des 
signes  de  substitution  7^',  7-^'',  7;^^,',  .  .  .  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

F        w,  1        m„         ^f         ^'  ^f 

^   fc  J     ^   k'  t^'     ^   *  *       ,    1      , 

pourvu  qu'on  détermine  convenablement  les  nouvelles  limites 

x'"k,  x^k,  x"'k',  œ'\',  x"'k",  x'^k'."''.''\^'^   ^'">   .«ku.jui   ..u   ,,/i.uji.iiîuo.'. 
Nous  savons  encore  {artidè  S')  qïiV'  ^^^  «slrrot  .  .    >(\x."  Vv 

i.'nri:  hDdPiviroaqaoi  jyi&> 

Nous  pourrons  donc  remplacer  l'expression  C  ci-dessus  par 

dxk        dxw        dxk" . . .  (ii'ii''yj'-., .  RV, 

^  k  J     ^  k  J     X  k 

laquelle  se  compose  d'éléments  dont  aucun  ne  peut  être  né- 
gatif. ^^  ^''^       ^*'  " 

Si  donc  cette  expression  C  est  nulle»  iiiiaudirque^odMW  toute 
l'étendue  qui  peut  être  comprise  entre  les  limites  x'\,  x'^k,  x"V, 
a;'V,  a;"V,  ^V, .  .  .7!^  valeur  de  ''-^ 

l^J  1l\  1l\ . . .  R  t,op  *t> 


oc  p         Xp  Xp 


se  réduise  à  zéro.--  M "3- 7  .  .  .  î^;;^^  .  .  ■^■^  .    .  ^M"  .  .  .  ^^^  "  ^\^) 

Cependant,  s^il  était  possible  que  l'on  eût  x"'k  =  sf''k>  ou  bien 

a; V  =  x'^k',  où  bien  a;'V=^==^^Vs  *où  bien.  .  .  .,  l'expression  D 
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serait  évidemment  nulle  d'elle-même,  et,  par  suite,  la  conclu- 
sion précédente  pourrait  ne  plus  être  vraie. 

Quant  aux  limites  x\,  af'k,  ^"'u ,  x'^k'>  •  •  •  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  (article  87),  si  nous  désignons  par  xi  une  quelconque 
des  variables  Xk,  Xk,  Xk",  ...  et  par  Xft,  x^,  x^,.  .  .  celles  des 
variables  Xp,  Xp,  x^',  .  .  .  dont  les  indices  sont  moindres  que  /, 
nous  devrons  avoir 

^"  ^  7>  7>;  7>;  ^  ^  ^  ^.  ^r  ^  ^>  ^>;  7^;  ^  ^  _  ^> 

Xfi,         X/i'         Xfi."  "  '  Xfi        X/t.'         Xfi'  '  »  , 

93.  Après  ces  lemmes,  nous  reprendrons  l'équation 

£1  =  o 

de  l'article  89,  dont  nous  partagerons  la  discussion  en  deux  pa- 
ragraphes. Dans  le  premier,  nous  traiterons  le  cas  où  la  variation  u 
peut  être  une  fonction  quelconque  de  toutes  les  variables  indé- 
pendantes ;  dans  le  suivant ,  nous  traiterons  le  cas  où ,  par  la 
nature  du  problème,  la  variation  a  ne  peut  renfermer  qu'une 
partie  seulement  des  variables  indépendantes. 

5. 

94.  D'après  ce  que  nous  avons  démontré  (article  88),  aucun 
terme  de  l'équation 

£2  =  0 
ne  peut  être  de  la  forme 

fdx  fdxi .  .fdxp.  .  .fdxn  0  -r--, 

j,  f 

en  désignant  par  $,  soit  la  variation  «y  elle-même ,  soit  une  dé- 
rivée différentielle  de  cette  variation.  Si  donc  nous  réunissons 
en  un  seul  terme  tous  ceux  de  cette  équation  qui  seront  de  la 
forme 

fdx  fdxi .  .  .  fdxp .  .  .  Jdxji  0  w , 
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ce  qui  nous  donnera  une  certaine  somme,  comme  ^^'lof 

E  fdx  Jdx,,.  .fdXp.  ,  .fdXn  M  CO,  j^^j^p 

tous  les  autres"  termes  de  l'équation  D.  =  o  devront  renfermer 
un  ou  plusieurs  des  signes  de  substitution 

L*/  «A/  l4']  «A-J  U/Q  C('j  «4/11  4^f| 

Gela  posé, 

Nous  ferons,  pour  abréger,  ^ 

M,=(X^X')  (X^X)  {X,_x\)  {X,^x\)  (....)  {Xp_Xp)  [Xp  —  Xp]   (...) 

\^n  —  ^  n)  \^n  —  «^  n)i 


et  nous  prendrons  pour  un  moment  Atmii  .(t'yàqmy^h 


dès  lors,  si  l'exposant  2I  est  assez  grand,  tout  terme  de  la  forme 


V^  .  .  .  7^'..  ..  V-^"  0 


dx    dxi      dx^ 


deviendra  identiquement  nul  à  cause  du  facteur  (  Xp  _  x'p  )  '^  con- 
tenu dans  co  (article  90).  Il  en  sera  de  même  des  termes  de  la 
forme 


,   dx    dxi      dx^     '  '  '  *' 

à  cause  du  facteur  [xp^x'pY^  contenu  pareillement  dans  w  (ar- 
ticle 90).  Nous  en  conclurons  que  l'équation  £2  =  o  se  réduira 
au  seul  terme  ci-dessus  E ,  qui  devra  être  nul  et  qui  se  changera 
en 

Jdx  Jdx, .  .  .  Jdxp .  .  .  fdxn .  M*  w,*'  =  o. 
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Mais  cette  dernière  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  l'on  a(ar- 

tic^92)  'iïfno! 

(/i)  M.>/  =  o, 

à  moins  que  deux  des  limites  d'une  même  variable  indépendante 
ne  soient  égales  entre  elles. 

D'ailleurs,  d'après  la  forme  ci-dessus  du  facteur  o,  que  nous 

avons  pris  égal  à 

•  \. 

{X^X)   (X_X")   {Xt-X\)  {X,-X\)   (,...)    (Xp^Xp)    {Xp_x"p)    (...) 

(^n — ^  n)   [Xn-^X  n)  j 

il  ne  peut  pas  être  nul  dans  l'étendue  qui  doit  être  comprise  en- 
tre les  limites  x\ ,  x\  a?',,  x^", .  .  .x'ny  x"n;  il  faudra  donc  que,  dans 
toute  cette  étendue ,  l'on  ait 

(4)  'Xh  "  "^^''-  M=  o.  ''\  '-^^^ 

En  substituant  cette  valeur  de  M  dans  l'équation  O  =  o,  le 
terme      tolilail/ii.^b  a^i^i*  «tinëwwfq  uc*i»i}n^(sn9\nm  .  ti^hlïMilf'J  ri 

disparaîtra  de  lui-même,  quelle  que  soit  la  valeur  de  w,  et,  par 
suite,  l'équation  Q.  =  ose  réduira  à  une  autre  équation 

dont  tous  les  termes  renfermeront  un  ou  plusieurs  des  signes  de 
substitution  ,'  ^ 

'  a;  '    '  a;  »    '  a;,  '     '  X,  '   •  *  •    '  a;,  '    '  a;„  ' 

et  dans  laquelle  w  pourra  être  quelconque.  •*-  ^=^ 

9Ô.  Maintenant,  nous  séparerons  ceux  des  ternies  de  l'équation 
réduite  fij  =  o  qui  ne  renferment  quxm  seul  et  même  signe  de  substi- 
tution, par  exemple  le  signe  7^f.  Alors,  d'après  ce  que  nous  avons 
10. 
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prouvé  à  l'article  88,  aucun  de  ces  termes  ne  pourra  être  de  b 
forme  ;  t',  iï^jl 

jdx  Jdxi  .  .  .  1  ^'  .  .  .  fdxn.  0  ^,  • 

en  désignant  par  (i  un  nombre  quelconque,  différent  àe'jPf^hf 

par  6 ,   soit  la  variation  co  elle-même ,  soit  une  de  ses  dérivées 

différentielles.  Ces  termes  seront  donc  tous  de  la  formé' '-'^^**^  ^' 

i>  ii,^'j  ai'iq  enovii 

^;. ,,, .  ^"^  J'''''  ■  ■  ■  ^'•'  ■  •  •  ^'\  °  S)-('^'-:^)  ('^-■'  ■ 

Cela  posé. 

Nous  réunirons  en  un  seul  terme  tous  ceux  de  cette  dernière 
forme  qui  seront  affectés  de  la  dérivée  de  w  de  Tordre  le  plus  élevé, 
ce  qui  nous  donnera  une  somme  connue     ,,        ,       , .     ,,        ^     ^ 

F  /<k/<fa....7:;.....,./<it.„N^^;  ,V 

alors,  comme  tous  les  termes  de  l'équation  O,  =±:  o  doivent,  par 
hypothèse ,  renfermer  un  ou  plusieurs  signes  de  substitution ,  tous 
ceux  qui  seront  différents  du  terme  F  seront,  les  uns  de  la 
forme 

»  ,U5   ob     lUtiltS/   ni    ii08   9^<p  SHOIJP      OflxèfJ^-lDl   9i)    b'lilfî'Ifiq<ilt) 

floit^j:    J^  fl^^  *■'■'  •  -a;,!"i*  •  •  fi^^''  ®  ^'     ilGijpàkJf^.'pfii^., 

mais  alors  ^  sera  moindre  que^,  les  autres  d'une  autre  forme. 

Mais  alors  ils  «enfermeront  un  ou  plusieurs  signes  de  substi- 

tutiondifiérentsde'r^H  ^^''  ^''^  ii^o.^anuiavi  eu^inoi  .Gi  .u.l  iUQU 

^f  ,  [iO!]rjht«(j(j« 

Après  cela,  nous  ferons,  pour  abréger, 

«y«  = '^^  =  (X^X)  (X_X")  (....){Xp^x"p)(....){Xn-X'n)(00n—0c\), 

et  nous  ^prendrons  pour  un  moment  «  ^     •   l 

•  ,  Mi^,  ^ii  ^A\>i<.  aw^uv  V^  \vi>^;.  1^  ii'ç  tfl3ffn3>itt'j  1  DU  inp  o  =  (U  oJtOfba'i 

fciio/ti  atioa  supik) '6^^ .Wdji  (3(rp':^x'^f.  si  Ûqtm'Àa  icq  ,«oh»i 
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De  cette  manière,  tous  les  termes  qui  seront  de  la  forme 


-   Sx  :  ;  -.  1  n'  ;  .  .    fdXn  0  -; , 


et  pour  lesquels  g  sera  moindre  que  h,  seront  nuls  (article  90);  de 
même  si  l'exposant  2I  est  assez  grand,  tous  les  termes  qui  seront 
de  la  forme 


V"^  .  .  .  7      .  .  .   V''    0 


'    "  ?         <■     '''    f^  *(      ^  »        f^ll  U.  IL  tL 

.  \    ~  \  --  n'A  \    H  X  ■  "  \--  „  X  )    ( j    i  (  ^.        (ij:;'^  dx,^  dx,'^  ■  '  ■ 

et  pour  lesquels  i  sera  différent  de  p ,  seront  nuls,  à  cause  du 
facteur  [xi^x'iY^  contenu  dans  w  (article  90,  additions).  Tous 
les  termes  qui  seront  de  la  forme 

^...1      .  .  .  V-^    0 


'  l«fii«3f.|aJj'î'  ix^  da»,^   ix^  '•'  •  >!!"'  »  fit* 

et  pour  lesquels  i  sera  différent  de  p,  seront  encore  nuls,  à  cause 
du  facteur  (a;,  __  a;',)*^  contenu  dans  co  (article  90). 

Ainsi,  de  tous  les  termes  de  l'équation  0,^  =  0,  il  ne  restera 
que  le  seul  terme  F,  lequel  devra  aussi  être  nul  pour  que  l'équa- 
tion soit  satisfaite.  Nous  devrons  avoir  (en  vertu  de  la  formule  2, 
article  9 1  :  ,      . 

! 

De  là,  et  du  lemme  de  l'article,  02,  nous  conclurons  que  l'on 
doit  avoir 

7^';NW  =  o 

dans  toute  l'étendue  qui  peut  être  comprise  entre  les  iimites  * 

UU.tit.l    I-- 

x  et  X   pour  x,  x\  et  x"i  pour  x^,  ....  a7'p_i  et  Xp  —  i  pour  a;p_,, 
7^/a:'p^.et7^'a;"p^,pôura;p^„7^'a;'p^»et7^^^aî"p^,poura;p^, 
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mais  comme  nous  avons  supposé  -»?'<"'''  .^r'Mngm  'Vlt'>M  ¥ï(| 

co,=z(x—x)  {x  —  x")   (....)   {Xp_x"p)   {Xp^i  —  Xp^,) 

.  .  ■    '  '  'in 

nous  aurons  (en  observant  que  x\  x",  x\,  x\,  .  .  a;'p___,,  aî"p  _,  et 
x"p  ne  défendent  point  Xp)  . 

Sù  sofVè  que  ce  facteur  ne  peut  pas  devenir' niifdaÀs  l'intéf-ïeur 
des  limites  que  nous  avons  à  considérer,  et,  par  suite,  l'expression 

Xf  ^  Xf  '     \       X(  / 

ne  peut  être  égale  à  zéro  qu'en  supposant 

7^'    N O.       ''•'     »>'•''.   J     '■r.MIj^.C.Ui      HJ'.';!     !'■; 

Gela  nous  fournit  une  nouvelle  équation  entre  les  inconnues  et 
les  variables  indépendantes,  et  de  plus  le  terme  F  de  l'équation 
Oi  =  o  devient  identiquement  nul,  quelle  que  soit  la  valeur  de  w 
(article  4.0). 

Nous  pourrons  donc  supprimer  ce  terme  F  de  l'équation  121=  o 
et  recommencer  d'une  manière  analogue  avec  la  nouvelle  équa- 
tion obtenue  ainsi,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  nousfmi- 
rons  par  arriver  à  une  nouvelle  équation,       '"  '  '  "    '  '  ' 


tj  i       *  v_j 


nc'fi  i'ioh 
12,=  o, 


dont  tous  les  termes  renfermeront  au  moins  deux  des  signes  de 
substitution 

-  . '     .'  ■    7^'    -i^'    '7 ^"1  '.         n^'"   n^"«     „    ',  y    '. 

, _». cj-x  'icioq- .^q  •.  *  '  >  ^  '   '  X,  >  -r  % l.  '  x„  '     X,  ». ^  3,  '^^ r  .1.9  , ^^ '1. 

et  dans  laquelle  &>  pourra  toujours  être  quelconque. 
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96.  Maintenant,  nous  séparerons  ceux  des  termes  dé  l'équation 

fij  =  G  qui  renferment  deux  signes  particuliers  de  substitution , 

par  exemple  1^^  et  "7^^',  mais  qui  n'en  renferment  point  d'autres. 

Ces  termes  seront  de  la  forme 

/<&/<&,  ...7;'...  7f;;.../<fc„0«, 

et,  d'après  la  proposition  de  l'article  88,  ^  ne  peut  être  que  de 
la  forme 

Parmi  tous  les  termes  du  groupe  que  nous  venons  de  consi- 
dérer, nous  choisirons  ceux  pour  lesquels  A  a  la  plus  grande  valeur 
possible.  Enfin,  parmi  ces  dernières,  nous  réunirons  en  un  seul 
terme  connu 


kX    p  CLOC     f  ] 


ceux  qui  seront  afi'ectés  de  la  plus  grande  valeur  de  ii . 

De  cette  manière  les  autres  termes  de  l'équation  Qj  =  o  seront, 


les  uns  de  la  forme 

ijp  ïm 

mais  alors  g  sera  moindre  que  h'; 
Les  autres,  de  la  forme 

/dx/<ir....1,,  ...1,,_  . . .  féc^  e  j^rj^, 

mais  alors  g'  sera  moindre  que  h';  jp  ijio  <    j' 

Les  autres  seront  de  la  forme  riéiiTi  ' 


'^    (  T:      It) 


V   ne, 
dn-*-^'  u 


mais  alors  ^  sera  moindre  que  h  et  g'  sera  moindre  que  //; 
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Les  autres,  enfin,  seront  de  la  forme«ii»on  Ja&n^miM  ,ôq 


ou  bien  moî  b1  oh  j«ot 

v^  v^;  ..  7^; vi"  e  e, 

en  désignant  par  (x  un  nombre  quelconque  différent  de  p  et  de  p' 
Cela  posé,  nous  ferons,  pour  abréger,  '        '  orr  ^'^  .«l 

0*3=  (a;_ic')  (a;_a;")  (...)  {xp_^x"p)  (...)  (^'p_a7'p')  (...) 

l^n  —  ^  n)  (<3!^n  —  '^'  n) 7~        ~7~\    ;  ;;     \^ 

et  nous  prendrons  pour  an  moment  ^    ^   i^ ..  .-,  ,^*.  . 

w  =r  P  W3«' (jîp^.r'p)''  (a;p,_a7"pi)'*'.      -.mmv)  graTît 

Dès  lors,  si  l'exposant  2/  est  assez  grand,  tous  ceux  des  termes  de 
l'équation  D,  =  o  qui  sont  différents  de  G,  et  que  nous  venons 
de  désigner,  seront  nuls  :  ^i'».'  »  '; 

Les  uns,  à  cause  du  facteur  (xp^Xp)\  dont  l'exposant  h  est,  par 
hypothèse,  plus  grand  que  g  (voir  article  92);     iohKiit»i?  «ti;i  «ôi*- 

Les  autres,  à  cause  du  facteur  (^pi_X'"pi)''',  dont  l'exposant  h'  est, 
par  hypothèse,  plus  grand  que  g'  (article  92); 

Les  autres,  à  cause  des  facteurs  (x^_a7'(x)^^  [Xft^XftY^,  contenus 
dans  <u;/'  (article  90).  ;js>  rtmq  iat*^  ^^^fiolïj  ^>wu. 

Quant  au  terme  G,  il  se  changera  en  (article  92) 
(.  ...3.  .A)  (.  .2  .  .  .h'}  féo  fdx, .  .  .  r;  .  .  .  i;r.  .  .  fd.r„  P'<' 

et,  pour  que  l'équation  O,  =  o  se  trouve  satisfaile,  il  faudra  que 
cette  dernière  expression  soit  égale  à  zéro. 

Mais,  en  vertu  du  lemme  de  l'article  92  bis,  cela  ne  peut  avoir 
lieu  qu'autant  que  l'on  a  ^A^\   /îu>* 

,  «\  t»U[>  'iihiwu   '7^'  '7^f  F  coj  =  o    n}f,fy ^'i^a^^  \^  àioiB  arAVi 
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dans  toute  l'étendue  qui  peut  être  comprise  entre  les  limites  qui 
caractérisent  le  terme  G,  c'est-à-dire  entre 

X  et  x'  pour  x;  x\  et  x'\  pour  x^;  .  .  .  a?'p_,  et  Xp^i  pour  Xp-, 
I       "^ p-^ ^        X,        -^  p  -^  i  pour  ^p  -¥-  l'i  '  gp    ^ p  -i-  i  ^^  '  ^    X  p  _y.  ^  , 

inior    P^'^^  ^P  - ^i  ^'p-  >  et  "^  î;  ^'p  -  .  pour  a;p  __ .  ; 

^  x]  ^  X,  ^p'-.et  7  ^;  "i  ,\  Xp'  ^,  pour  o^p'  ^  ,;  7^;  7^;  ^p'  ^  , 

M.  .:,  .r...  -.  >  .....    et7^;7f;  «V^.poura^p'^,;.  ...... 

Mais  ici,  comme  dans  les  articles  précédents,  7^^  ^^f  <=^3  ^^^ 
peut  pas  devenir  nul  entre  ces  limites  :  nous  devonc  dons  en  con- 
clure que  l'expression 

Xf  Xf'  '  Xf  Xf'  '       \       Xf  Xf'  ^  ) 

ne  peut  devenir  nulle  qu'autant  que  l'on  a     î^jnfjî)  h<)'>  r-n  i 
(j  7 ^'r 7 ^"f"  p :=  o.  '^^^^"^'^-^  ^'^^*'i 

f ,  Cela  nous  Fournit  une  nouvelle  équation  entre  les  inconnues 

du  problème  et  les  variables  indépendantes,  et  de  plus,  au  moyen 

de  cette  valeur,  le  terme  G  de  l'équation  0^  =  0  se  réduit  à  zéro, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  <w  (article  4^o).  'm  m 

Nous  pourrons  donc  supprimer  ce  terme  dans  'équation 

fîj  =  o^o^\  /^noi-^^  ?.rjofî  ,d5)»  p^thà 

ce  qui  nous  donnera  une  nouvelle  équation,  que  nou^  pourrons 
traiter  encore  de  la  même  manière,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
que  nous  arrivions  à  une  équation 

03=0, 

dont  tous  les  termes  renferment  trois  ou  un  plus  grand  nombre  des 
signes  de  substitution 

ano*  '  cifin  'i'>bi*'    -7^"»    '?*'»    7^"»    - -li^aiti.')  «i*'»    »i-»"i. 'Vfo  «ifon  *'jo: 

'  ^  «  '     '  a;    '    '  a;,  '    '  a;,  ' x^'>    '  x^->       ' 

et  dans  laquelle  <w  peut  encore  être  quelconque..,       ,  Nn-xxitif?  c^w  ■ 
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97.  Maintenant ,  nous  séparerons  tous  les  termes  de  la  nouvelle 
équation 

^'  ^^:  ?..,..         .  ,        ,        -.CM]  V    în  \\ 

qui  renferment  trois  signes  particuliers  de  substitution,  comme, 
par  exemple,  7%,  7^f  .  .  .  7^f ,  mais  qui  n'en  renferment  point 
d'autres. 

Dès  lors,  d'après  la  proposition  de  l'article  88,  ces  termes  ne 
pourront  être  que  de  la  forme 

/^        7  ^  f         7  ^  f'         7  ^  p"         fdx   e  — — 

J        '  '  '      Xf    '  '  '      Xf'    '  '  '      Xf"    '  '  '  J       "         dx''fdx'''f'dx''"f"' 

Parmi  tous  les  termes  de  ce  groupe,  nous  séparerons  encore 
ceux  pour  lesquels  le  nombre  h  sera  le  plus  grand; 

Parmi  ces  derniers ,  nous  séparerons  encore  ceux  pour  lesquels 
h'  aura  la  plus  grande  valeur  ; 

Enfin,  parmi  ces  derniers,  nous  choisirons  ceux  qui  répondent 
à  la  plus  grande  valeur  de  h",  et  nous  les  réunirons  en  un  seul 
terme  connu 

H     fée.,.  11^ . . . 7f'' . . 7f: . . . fdxn 0  ,TTryr>  •  '^^"i' 

Après  cela ,  nous  ferons ,  pour  abréger, 

C^,  =  (X-X)  (X-X")  (.,.)  {Xp-X"p)  (...)  [Xp'^x'p')  (...)  {Xp"_x"p''(...) 

(xf_a;'r)  (x"f'_x'(^)  (ar,"  _  a;'f")  ' 

et  nous  prendrons  pour  un  moment 

œ  =  Q  CO^'n  {Xp-X'p)^   [Xp'-X"p'f  {Xp"_x''f%'    '^^  ^"^^^ 

alors  nous  prouverons,  comme  dans  les  derniers  articles,  que  *  tous 

»  En  supposant  toujours  l'exposant  2I  assez  élevé.     >^^"*  ^'^'^^.  «  '**l»«P»i^  «^î^''  ' 
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les  termes  de  l'équation  £^3  =  0  qui  sont  différents  du  terme  H 
deviennent  identiquement  nuls,  mais  que  ce  terme  H  se  change 


en 


(1.2...*)  {i.2..h')  (..^'.i')  /<fc/<fe,..  i:;..7f;'...i;:-.../</x„Q'»«',. 

Nous  en  conclurons  que,  pour  que  l'équation  Cî^  =  o  soit 
satisfaite,  il  faut  que  cette  dernière  expression  soit  nulle,  et  que, 
par  suite ,  l'on  ait 

(7)  ':'/•':;■  7:':'Q=0' 

dans  toute  l'étendue  des  limites  qui  servent  à  caractériser   le 
terme  H. 

Cela  nous  fournit  une  nouvelle  équation  entre  les  inconnues 
du  problème  et  les  variables  indépendantes;  et,  de  plus,  il  en 
résulte  que  le  terme  H  est  identiquement  nul ,  quelle  que  soit 
la-  valeur  de  w.  Nous  pourrons  donc  supprimer  ce  terme  dans  l'é- 
quation O3  =  G  ;  cela  nous  donnera  une  nouvelle  équation  que 
nous  pourrons  traiter  d'une  manière  analogue,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  une  nouvelle  équation 

Û4  =  o, 

dont  tous  les  termes  renferment  quatre  ou  un  plus  grand  nombre 
de  signes  de  substitution 

f  tl  t  »  f  n 

X  *       a;  '       «,  »       Xi  '  *   *  *  '      x,  '       x,  ' 

et  dans  laquelle  œ  pourra  encore  être  quelconque. 

98.  Après  cela,  nous  pourrons  traiter  d'une  manière  analogue 
cette  équation  04=0,  et  continuer  de  même  jusqu'à  ce  que  nous 
ayons  épuisé  tous  les  termes  de  l'équation  primitive  O  =  o.  De 
cette  manière,  nous  arriverons  à  cette  règle  générale. 

Pour  trouver  toutes  les  équations ,  soit  indéfinies ,  soit  aux  li- 
mites, qui  résultent  de  l'équation  Û  =  o,  il  faut  : 

10.  ,, 


8^  i^,.ji^^{,     RECHERCHES  D  :.Lî    , 

1°  Réunir  en  un  seul  terme  tous  ceux  qui  se  trouvent  affectés 
en  même  temps  et  d'une  même  dérivée  de  &>  et  des  mêmes 
signes  de  substitution  1  ^'    1  ^^'    1  ^^", , 

O  Xf   ^  Xf'  '          Xi"  ' 

ce  qui  donnera  un  résultat  connu  de  la  forme 

^  I^--^^---^^---^^ /<fe«R«.- 

2°  Pour  chaque  terme  obtenu  ainsi,  on  fera  ,f)lffî^?,i*F^ 

(8)  7-^f  7^f'7Jf;; R=  o, 

\       /  Xf         Xf  Xf"  ' 

laquelle  devra  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  qui  peut  être  com- 
prise entre  les  limites  qui  servent  à  caractériser  ce  terme,  et  dont 
nous  avons  indiqué  la  formation  (article  92  bis).  •**    iui  )j 

Toutefois,  on  ne  devra  pas  perdre  de  vue  la  rertt^què'ren- 
fermée  dans  cet  article  92  6/5,  d'après  laquelle  le  terme  K  peut 
devenir  nul,  parce  que  les  limites  qui  doivent  servir  à  le  carac- 
tériser ne  doivent  renfermer  aucune  étendue;  quelquefois  même 
ce  sera  la  seule  manière  possible  de  le  rendre  nul.*    '^*'  "*J''^"}> 

99.  Pour  passer  au  cas  où  &>  ne  doit  renfermer  qù*ûh  certaîri 
nombre  de  variables  indépendantes,  nous  supposerons  d'abord 
que,  par  la  nature  du  problème,  co  peut  être  une  fonction  quel- 
conque dex,a:',,a;, .  .  .x^t  mais  qu'elle  doit  être  indépendante  de 

100.  Puisque  w  ne  renferme  que  les  variables  a; ,  a?i,  a;,,.  .a;„, 
il  en  sera  de  même  de  ses  différentes  dérivées  différentielles,  les- 
quelles seront  ainsi  indépendantes  des  variables  0;^ -»- n  ^m -»- n  •  .  • 
Xn.  Dès  lors,  en  désignant  par  B,  soit  la  variation  w  elle-même, 
soit  une  de  ses  dérivées  différentielles,  un  terme  de  la  forme 

K.,  ' 

:   on  uuii  :)•>  V^  V^'  .:;  ...  V-^"*  V-'''"-^'  .  .  .  V«^"  0  B  ■'-'■' 

1  X  Xi  ^  X„  X^  _^  1  x„ 

pourra  s'écrire  sous  cette  nouvelle  forme  (article  2^)  : 

v-j^.v{',. . .  v^"  (  ^  y-^"-^' . . .  v{-  0;, ,, 

■  .O' 
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ou  bien  encore ,  sous  la  forme 

■M 

en  faisant,  pour  abréger, 

(  q)  ©'  =  V  •''"'  -^  '  V  •^'"  -^  '  .  .  .  V  ■^''  0. 

Mais,  d'après  la  nature  de  la  caractéristique  7,  les  expressions 
1^'  u,  7^'  a,  fadxn,  sont  toutes  les  trois  des  fonctions  de  x,  a?,, 
X,,  .  .  Xn  —  i,  indépendantes  de  Xn  : 

Par  suite,  V-^"  a  est  indépendante  de  a7„; 

Par  suite,  V;^"  — '  Vj'  a  sera  indépendante  de  Xn  eta;„_i;  . 

Par  suite,  V^'  — "  V^,"  —  '  V^'  u  sera  indépendante  dea?„,  Xn—i  'et 

Xn—i^  et  ainsi  de  suite. 

Par  conséquent,  la  valeur  de  e'  donnée  par  l'équation  ci-dessus 
sera  indépendante  de  x^^i^  x^^i,  .  .  x„,  et  le  terme  L  sera 
composé  comme  s'il  n'y  avait  que  les  variables  indépendantes  x, 

1  o  i .  On  voit  de  là  que  si  l'on  prépare  chaque  terme  de  l'é- 
quation O  =  o  de  la  manière  que  nous  venons  d'indiquer  dans 
le  dernier  article,  elle  rentrera  dans  le  cas  où  l'on  n'a  que  les 
variables  indépendantes  x,  Xi,  x^,  .  .  x^,  et  où  a  peut  être  une 
fonction  quelconque  de  ces  variables. 

102.  Maintenant,  si  nous  rapprochons  la  conclusion  précé- 
dente de  la  règle  donnée  à  l'article  98,  nous  trouverons  que, 

Pour  former  les  diverses  équations  qui  peuvent  provenir  de 
l'équation  aux  variations  H  =  o ,  dans  le  cas  où  co  peut  être  une 
fonction  quelconque  de 

"'-■^  v-'-«j  -.-1 .'  Jj  .  '    _  ui     : 

*"  T*        T*  T*  'y  n^  • 

mais  indépendante  de  aj^-t-i,  ^m-+-j»  •  •  •  ^n»  il  faut, 

1°  Grouper  tous  les  termes  qui  se  trouvent  renfermer,  et  la 
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même  dérivée  de  &>,  et  les  mêmes  signes  d'intégration  fâxi^., 
JdXfi'^i,  fdxy,%  .  .  .  .relatifs  à  des  variables  Xj^,  iCf*',  x^^  .  .  .  dont 
l'indice  ne  dépasse  pas  m;  * 

2"  Dans  chacun  des  groupes  obtenus  de  cette  manière,  sup- 
primer les  signes  d'intégration  fdXfi,  fdx^'  ^,  fi^f^"->  •  ■  •  ^^'^  ^^ 
conservant  ceux  qui  seraient  relatifs  à  des  variables  dont  l'indice  est 
plus  grand  que  m; 

3°  Egaler  à  zéro  chacun  des  résultats  obtenus,  ce  qui  donnera 
un  égal  nombre  d'équations  qui  auront  lieu  dans  toute  l'étendue 
qui  peut  être  comprise  entre  les  limites 

x'fj,  etx"'  Il  pour  Xy,\  x"^'  e.tx'\'  pour  x^'\  x"^'  et  x'^ ^'  pour  x^\  ... 

qui  seront  différentes  pour  les  différents  groupes,  et  qui  devront 
être  formées  comme  il  a  été  indiqué  article  92  his. 

1 02.  Si,  par  cas,  il  arrivait  que,  par  la  nature  du  problème  à 
résoudre,  une  certaine  variable  z  dût  être  indépendante  de  Xp,  sa 

variation  tronquée  Sz  devrait  aussi  être  indépendante  de  x^^  et , 

par  suite,  si  Sz  pouvait  renfermer  une  ou  plusieurs  des  variables 
^P  -+- 1,  a7p  ^  j,  Xp  ^  j,  ....  la  théorie  précédente  cesserait  d'être 
applicable.  Il  sera  cependant  facile  de  tourner  cette  difficulté  et  de 
ramener  la  question  aux  cas  traités  dans  le  paragraphe  précédent 
et  dans  les  premiers  articles  de  celui-ci  ;  il  suffira  de  regarder  dès 
le  principe  la  variable  z  comme  soumise  à  l'équation  de  condition 

.  dz  ^  .     \. 

__  Q  -  -  -     -  .  j.^^j 

et  d'avoir  égard  à  cette  équation  de  condition  au  moyen  de  la 

méthode  connue  des  multiplicateurs.  «oij«i/f)^'t 

On  agirait  d'une  manière  analogue  si,  par  cas,  z  devait  être 

indépendante  de  plusieurs  variables  a?p,  Xp' ,  Xp" ,  en  employant 

les  équations  de  condition  ^ 

dz  dr  dz  ___  ^^-  ^kii^hmqhhm  •*,    , 
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•  1  o3.  Ce  qui  précède  nous  paraît  donner  les  moyens  de  trouver 
toutes  les  équations,  soit  indéfinies,  soit  aux  limites  qui  sont  né- 
cessaires pour  déterminer  complètement  les  maxima  et  les  minima 
des  intégrales  définies  ordinaires  et  des  autres  expressions  défi- 
nies que  nous  avons  considérées.  Nous  terminerons  donc  ce  cha- 
pitre en  faisant  observer  que  les  méthodes  que  nous  venons  de 
développer  s'appliqueraient  également  aux  cas  où  l'on  voudrait 
employer  les  variations  complètes  au  lieu  des  variations  tronquées. 
Nous  ferons  observer  cependant  que  l'emploi  des  variations  complètes 
est  extrêmement  délicat,  et  que,  par  exemple,  les  variations  Sx,  Sy, 
ne  doivent  pas  être  supposées  égales  dans  le  calcul  des  variations  des 
deux  intégrales  définies    îw^'^'^«*>;>    '^ (O ... 

iltf  iUkiiî»    iilhj  j    vif 

ffdx  dy.  P  et  jffdx  dy  dz.  Q, 

puisqu'elles  ne  sauraient  évidemment  renfermer  z  toutes  les  fois  qu'il 
s'agira  de  la  première  intégrale,  tandis  quelles  doivent  renfermer  cette 
variable  lorsqu'il  s'agira  de  la  seconde. 

Nous  avons  négligé  d'avertir  que. 

Toutes  les  fois  que  l'on  sait  a  priori  qu'il  y  a  lieu  à  appliquer 
les  simplifications  mentionnées  aux  articles  44  et  45,  il  convient 
de  les  effectuer  au  fur  et  à  mesure  qu'on  en  aperçoit  la  possi- 
bilité. Sans  cela,  le  calcul  pourrait  conduire  à  des  équations  de 
condition  auxquelles  il  ne  serait  pas  possible  de  satisfaire.  Au 
reste,  cela  n'aurait  que  peu  d'inconvénients,  puisque  cette  im- 
possibilité avertirait  elle-même  de  la  négligence  que  l'on  aurait 
commise. 

Mais,  si  l'on  ne  sait  pas  a  priori  que  de  pareilles  simplifications 
doivent  avoir  lieu,  on  doit  éviter  de  les  eJGFectuer;  sans  quoi,  on 
s'exposerait  à  laisser  de  côté  certaines  équations  de  condition  peut- 
être  indispensables.  C'est  ainsi  que  nous  avons  agi  dans  notre 
première  question  de  l'article  1 3 1 . 
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CHAPITRE   IV.  ^ 

-      -^^   ■■-      -  .  ,-     ^■"■-    •  ■-..•.■bf.-    •   ■     •■ 

; ''f^f  {'■■»! iiVti    .jt*r*»<»iT"*iî|Mf«'ï<iîi'i*    'l'^iMlt 

lo^.  Dans  ce  nouveau  chapitre  nous  donnerons  les  formules 
qui  sont  nécessaires  pour  la  recherche  des  maxima  et  minima, 
dans  le  cas.  où  le  nambre  des  variables  indépçndai^tes.ïxe  dépasse 
pas  trois.         .  •    \,    '  ,      '      ;  '-       '.,,;    v-v   :  <.■  \.'       •'•  .■«:..  :;■ 

1  o5.  Pour  ne  pas  renvoyer  continuellement  aux  autres  cha- 
pitres, nous  rappellerons  que  l'on  doit  avoir  (p  étant  différent 
de  i) 

,    .       d  fa  dxi  r  du      j  ^  x"i        dx"i  .  x'i       dx'i   ,        .    ,  _  . 

,    ,  a;,  "  nJi      1  du.  du      dyi\    .        .    ,  .  . 


'•ÎCU 


3      \        dxiz=1'  u—  1'  u    article  5  ," 
et  par  suite',  en  rerhplàçànt  dans  cette  dernière  u  par  a  ^  , 

(-*)  /»  ir  '^'  =  -  Z'*^'-  :^  "  +  ^  1.  «  «  -  '-i'  «  «■.  . 

n   ,     ,  '        1  ;WI'«Mi-*|i[;^';,  '  SÙl'iiH-vÂl^  lUVtiWi^'f,    ^ilÛldU^vV' 

]o6.   Quant  au  calcul  des  variations,  nous  aurons  datis  tons 

^5)  yu,z=.  à  u  -{-  -r-  à  X  -\-  -r-  S  x^  -^  ^  d  x^.,.  (article  bo), 

rt57  ClJ?|  \M,X^ 

(6)  I   ■'''"''':'''",  =  m^^  ('article  63) ,"  '"■■«"^^ ' 

dx^  dxi      dXi  dx^  dxf  dx^ 

7)  7  ftt c?a;.-  =  fdxi  ^  a  -h  7  ^;  «  7  a?".-  —  1  ^/  «  7  a;',-  (article  64). 
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De  plus,  si  l'on  a 

u  =  F  {a,  b,  c,  .  .  .  p,  q,  r,.  .  .  x,  x,,  x^)^ 
il  viendra 

/o\  "ft  '^^~^  d,u~j  du~ 

(8)  Sa  =  -Sa+-Sb^-Sc^... 

du  ~r  du~        ,      du~  /  »         ^      V 

Enfin  si,  par  cas,  w  est  une  expression  définie,  on  aura 

(9)  -^Sw'^z'jw.  '■-  '"  •^(Àrt:'è-i'.) 

Par  inadvertance,  nous  oubliions  la  formule  .\  gj^  % 

(,o)  '  'sii\u  =  lii{'Sa-^^^yi).  (Art.  66.) 

107.   Telles  sont  les  formules  que  nous  allons  successivement 
appliquer  aux  cas  d'une,  deux  et  trois  variables  indépendantes. 


2. 


108.  Dans  le  cas  d'une  variable  indépendante,  nous  aurons, 
comme  cas  particuliers, 

'      Sfudx  =  fdx  Sa  -h  ll  uSx"  —  7  *  uSx', 
et  pour  opérer  les  transformations  du  paragraphe  3,  chapitre  iil, 

*'     dx  *'        dx  *  * 
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109.  Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  x  et  a?, , 
nous  aurons  d'abord  (article  106) 

S  Judx  =  fdx  Su  -\-1  X  ttSx"  —  1 X  vlSx' 

alors  nous  remplacerons  successivement  la  fonction  u  par  l'inté- 
grale fudxy,  et  par  7^'  u,  et  nous  trouverons 

S  fdx  fdxy  =  fdx  fdx.  Su  -\-1  ^  fdx^  uSx"  —  1  x  fdx,  uSx 

-h  fdx  1  x'  uSx\  —  fdx  1  x'  uSx'i , 

's  fdx li[u  =  Jàr  1^;  lu   -)-/<&  7^;  ^  Ij, 

-^-tl  li\uSx"  —  il  li[uSx', 

lli  Judx,  =  li  fdx,  lu  -^lifdx/£ly 

-\-iiii;  ulx\  —  ii  it;  ulx', 

.  y  -  x"i      dx"i  ~  -  y  ^  «'1      dx\  "T 

-^^iK,''^Sy-lil^;u^Sy, 
1 1^  1^'  u  =  li  1^'  la     -}-li  1':  ?  ?J  +  1^  1':  ~  ly, 

X        Xi  X         Xi  X        Xi     ^^        J  '  X        Xi    ^^        J^ 

*      ^1   da!,    fut       -^ 

110.  Nous  aurons  encore,  comme  cas  particulier  (art.  io5) , 

«du   ,  x"  .x' 

^(txz=1u-^1^u; 

J   dx  *  X      ' 
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alors,   en  remplaçant  successivement  u  par  fadxi  et  par  1^'u, 


nous  trouverons 


r,i.  fdx  fdx,  —  ==  7 ^  fdx^ u  —  1  ^  fdx^ u  —  fdx  "^ ^ '  «  -p 


,^1  du  X       y,  x'      V  ^y,    du   dy, 


J  ^1   dx  X       Xi  X       Xi  J  ^i  dx,    dx 


ensuite,  nous  remplacerons  dans  ces  dernières  u  par  aô,  et  il 
viendra 


fdx  fdx,  a  Y  =  —  fd^  fdx,  j-^  -h'^l  fd^i  «^  —  '^  ^  fdx,  uB 


-/<ix7:>9^  +  /diri:;«"'^'' 


dx 


J  Xi         dx  ''  ^i  dx  '^        .  ^i  dxi        dx 


,7.        dS    dy, 


^    aJ^ 


—  fdxi'Ju^^-hiZ  r:u6  —r  li'  u 

•^  ''i       dXi    dx  X       Xi  XX, 


e. 


111.  Nous  aurons  encore,  comme  cas  particulier  (art.  io5), 
■—  dx,==  1     a —  la, 

dxj  ^i  ^j 

et,  par  suite,  en  remplaçant  u  par  uO , 


nous 


M  conclùro 


ns 


/dx  /<i..B  J = _  jdx  /<fc.  ^9 + /<fe  i:>«  -  /«^  ':>». 


lO. 


«1. 
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112.  Dans  les  cas  de  trois  variables  indépendantes  x,  Xi,  x,, 
nous  commencerons  par  trouver  les  diverses  formules  que  nous 
venons  de  donner  dans  le  dernier  paragraphe,  et  en  remplaçant 
ensuite  u  par  fadx^,  ou  1^'  u,  nous  en  déduirons  (de  celles  qui 
ne  renferment  point  6  ) 

(il)        S  fdx  fdXifdXiU  =  fdx  fdxi  fdx^Su  n» 

-f-  fdx  fdx,  7  f;  u  'Sx\  —  fdx  fdx,  1  î'  "  ^xT 
-f-  fdx  1  a;,'  fdXi  u  Sx'\  —  fdx  7  a;,'  fdXi  u  Sx\ 
-+-  1 X  fd^i  JdXi  u  Sx    —  1  x  fdXi  fdXi  u  Sx', 

(12)       ~Sjdx  fdx,  liy  =  fdx  fdx,  ?]  la  H-  fdx  fdx,  1^  ^  ~Sy, 

'•^    i4_ fdx iï; ii\u~sx\  —  fdx it; ily^x', 

''''  -+-  7*"  fdx,  li[a  1x"  —  ni  fdx,  li\n~Sx', 

(i3)       ~S  fdx  li\  fndx,  =  fdx  7i;  fdx,.  lu  ~h  fdx  li\  fdx,  ^~Sj, 

-H  fdx  li\  7 ï:  u  'Sx\  —  fdx  li\  7 i:  u  ~Sx\ 

+ /^  ^':,  ^:>  s  ^j.  "  sd^  ^';  <'«S  ^j. 

-f-  7^  7'^;  /rf.x,tt  ^t"  —  7^  7i;  /(/a;,n''^x',  ■ 
(a)       Ï7^  /(ia;,  /acte,  =  il  fdx,  fdx,  ~Su  H-  7^  /e^x,  /(^tr,  ^  7j 

-H  ^x /^.  7^;tt7x",  —  ii  fdx,  ii:u~sx,  .^^. 

-I-  7"^  7^;  /cb, n  Sx",  —  li  il'  fdx,  u  Jx,  '^" 


"",.».* 


.O  i 


IP 
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• .  "  +  fd^  ^i:  <  à  ^j. + fd-  'î  'î  i  t  ^r. 

-4- if  li;  lî:a  ^x"  —  7:' li;  7i:aJx', 

■  '         -h  lit  i  ii.iiSx\—iii  i:  ii\  u  ix\ 

H-  7^  7i;  7:; a  ^x",  —  ii  lii  ii; a  Sx; 

'         X      X|      ajj         dx       J  X     Xi      Xi         dx       J 

^..^y  rjji  ^/«    ^  Ty  7'?'  ^y^  7*'»„  ^  Ty 

'■'  '    X      a?,      a;,         dx,       J^  x      x,      Xj         tir,       /' 

'        X     Xi      x^        axi     dx       J  X     Xi      x^       dx^     dx      J* 


du  ~ 


(i8)       S  1^  li'  1^'  a  =1^  1^'  1^'  Sa  -f-  1^  7*^'  1^'  ^  Sy 


^,.i\;\ 


du 


^y  ^7.  ^7»  à^^  ^   _.^y  ^yi  ^  j»  ^  ^  t 

s      Xi      Xi   dxi     dx       J  X     Xi      x^   dxi     dx       J 

t^y  /}  7>  /7  y»  <^"  <(yi  T         ,1 7  /7  7i  /i  7»  *^  ^y^  ^/i  t 

^  x'  X,'  X,   dx,     d^   ^  J>  "♦"  ^  X  ^  a:,    'a,    d^  d^T  IT  ^^' 


(»9)       fdxfdxjdx,,  j^==1^  fdx,  fdx.u  —  7^  fdx,  fdx,.  a 

.  ..._  fdx  7:;  /rfx.  a  ^i  -I-  /rfo.  7:;  féc^a^ 
■'  ^  .^.R  :-  jax  fdx,  Ca  ^-^fdxfdx,lî;u^ 
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.    ~  f'^  <:  Ky^  ^  fd^  <;  ^iy  ^ 

(2  ' )     /«te  ^^;  /«te-  i  =  —  fl='''^J,  /<te.-  :^  è 

,,^  -vif  -^.-  H  xW      -t- ^^  '»!  /<&.«  —  ''l  'î  /(te.a 


4     I*" 


,;i.ii       ,v  ^  'r  *  *  "t 


—   fàc  7-^'  .7.  iiL  ^  ^ 

'  *«  'T'T  V  V*  m*  f 


LwK  ^       x.      X-  X       Xi      j?. 


/y^     7  ^'    iîL    —  _  /y^  7-^'  iîL  ±1 

(  t    —  ^^   '  X,     '  X,  "  '  X,     '  X,  "• 

'  .  5-  ij      . 

i\-         .V  V 

I  1 3 .  Les  deux  dernières  formules  que  nous  venons  de  trouver 
nous  donneront  n    .\.     ^''  ^c^   f  r  ;^    . 

Yti   — c    —T-       V       V      V  — L- 

(2  3)       fdx  fdxy  fdXi  -j^  =  fdx  1  ^  '  fdx^  u  —  fdx  1  ^  '  fàx^  a 
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■..,1     ._>—  j;      «/  a.)  Xj  vJ  j;,         J.3 

(»6)       ,^/^.,-^f  =  -7:/dx.7^::è|^ 

j* 
1  1 4.  Enfin  l'identité 

nous  donnera         ^  "Sî  '«^^  ''"^^  ''^^  '  1  "  '^   ''"^    ^-^'l 

'  C^V)  '     /^  /^^i  jiir,  ^  =  /(k  /cb,  O  —  /^  /^>  ''  x/ «  ' 

(28)  sdœi':jdx.^^  =  flx^':x>-f^^':X>^ 

(29)  7^ fd^jdx..^=ii fdx. i:;u - 7^ /cir. 7:>, 

(3o)     ^::  7^;  fdx.  ^  =  ii  7^;  7:;«  -  ii^  iii  lîy. 

1  1  5.  Après  cela,  nous  remplacerons  ii  par  uB  dans  les  for- 
mules 19,  20,  21.'.  .  /;  .... 29  et  3o 

^   des  articles  précédents,  et  nous  trouverons  ainsi 

'  (3 1  )       fdx  fdx,  fdx,  ujj=  —  fdxfdx,  fax,  £  6 

-f-  7^  fdx^  fdXiUS  — 7^  J'dXi  fdx^uO 

.5M^a'S,a^  •;•!■-.      —f^fl^'  ''l'i'ir^  -^fd^fi^>  '^>  X^S 
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(33)  fd. 7^;  f<kc,u^=-féc ii]  Six, %e~jdx 11  fd..  è  '^e 

^lilljdx,a6-lillSdx,ae         '»') 

-si^^':,<:»^6+jdsi':x>^» 

(34)  j&  ,^;  ,^;  „  I  =  _  jd.  l'i  11  fe  -  Jd.  1^  i^^^e 

'  •'  a?i      Xj      aXi    dx    or, 

i,         .   .  X  Xi        X^  X  Xi        Xi 

(35)  fdxfdx,  fdx,.  u-j^=  —  fdx  fdx,  fdx,  ■£-  6 

H-  fdx  7^;  fdx,  iiB  —  Jdx  11;  fdx,u  6 

-  fd-  fd-.iin^e  -i-  Jd^  fdx.iî;a^e, 

(36)  1^JdxJdx,a^  =  —  llfdx,Jdx„^e 

-^1^  l"""'  fdx,u6 —1^  l"'''  fdx,ae 

X      x^     J       "  X      Xi    J 

—  7-^  fe  7""'«^ô  -h  1^  fdx,  i"''up.e, 

X  J      ^      x^       dxi  X  J  Xt       dxi      ' 

(37)    /rf^/dx.  7^;«  1-=  -  /<&  /<fe.  7^;  ;^ 9  -  ja;/<i..  ?;^^9 


fdxll'TJaO-  fdxll'I'Jue, 


SUR  LE  CALCUL   DES  VARIATIONS.  96 

X         Xi  Xf  X        Xi  Xj 

(3  9)       Jd^  fl^^  Sdx,  ii  —  =  —  fdx  fdx,  fdx,  -£-  6 

-f-  /(k  fcb;,  '7 ,    tt  Ô  —  fdx  fdx,  1       a  6, 

(4o)     fdxii'Jdx,u^  =  -fdxii\fdx.^e 

-^fdxii[i:;ae-fdxi';i:;a6, 

(4i)     iifd^.fdx.u^^  =  ^iifdx,fdx.^e 

11'   '  ;  »■>  'if",;.:  ',J         .^ .,,,,.,  ;/  ; 

^'^'V4'6.  "Nous  pourrions  continuer  d'une  manière  analogue  et 
considérer  successivement  quatre,  cinq,  .  .  .  variables  indépen- 
dantes. Mais,  d'un  côté,  cette  marche  permettrait  difficilement 
d'apercevoir  la  loi  des  résultats,  tandis  que,  d'un  autre  côté,  l'em- 
ploi de  la  caractéristique  V  nous  a  rendu  la  chose  facile. 


117.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  dernier  chapitre , 
lorsqu'il  s'agira  de  rechercher  les  maxima  et  minima  des  fonctions 
définies  provenant  de  fonctions  de  trois  variables  indépendantes. 
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l'équation  V  =  o,  calculée  au  moyen  des  formules  des  para- 
graphes précédents,  se  composera  d'une  suite  de  termes  de  la 
forme 

\iy  V-^'  V-^'  0  e, 


Xi 


en  désignant  toujours  par  6 ,  soit  la  variation  tronquée  d'une  des 
inconnues,  soit  une  dérivée  différentielle  d'une  pareille  variation.  ,. 
De  là,  et  d'après  la  marche  des  calculs  des  articles  84  et  suivants, 
on  voit  que  la  transformation  Vj  =  o  se  composera  de  termes 
de  la  même  forme,  mais  dont  aucun  ne  pourra  être  de  l'une  des 
suivantes  ■  .:Mb<  !;v  t.bj  "' u,.4i^ '.J'T  :i\\^|    '   toi 

en  désignant  par  ^i,  soit  une  des  variations  tronquées  des  incon- 
nues, soit  une  dérivée  différentielle  d'une  semblable  variation.       j^ 

1 18.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  si  nous  désignons 
par  6t  une  variation  tronquée  de  l'une  des  inconnues  du  problème, 
ia  somme  des  termes  de  l'équation  V3  =  o  qui  sera  affectée  de 
cette  variation  6,  (e<  non  de  ses  dérivées)  se  présentera  sous  lar formé 
suivante,  dans  laquelle,  selon  les  circonstances,  il  pourra  man- 
quer un  ou  plu  sieurs  stermps;,,    :;):,;>()  I      il!,/    .,  ),:i   , 

-h  fdx  fdx,  7^;  M,  ^, 
-\-  fdx  fdx,  1  ^;  M,  6>, 

-h  fdxlï^'   fdx,  M3  e, 

•••itiq,  li  .  i'.in  „  '  o«Viqr,0   .rff 

i  -4-  fdx  11'    fdx.  M,  6,        ,       ?    ,  .., 

sjf,  mî;  ^  l''"  fdx,  fdx.  M,  6,     hiMrova'iq'^ftoiiril'jb 
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-h  7  ^'  fdx,  fdx^  M,  9^ 
-h  fdxlï'   li.''   M,  6, 

-4-  fdxiî^  7!»  M,  e, 

-(-':'/<fe. 'i*  M,,  fi. 

-+-7^'  /<te.  7^;-  M„9. 
-|-7f  7^;  /<ir,  M.,  ô. 
-t-'f  ■'xi'  /<ir.  M.,  fi, 
+  'x  ''x?   /<^.  M.,  fi. 

H-':'':;  /«fa.  M,. fi, 

-^K-^i:  K':  M.,  fi, 
-i-'f  ■'ï;  '.;  M,,  fi. 

-H'f '!'■  ■'f*  M„  fi, 
-+-?!''?!'   7f»   M„ô, 

■         j;       ar,  a;,  »»      » 
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119.  Si  ô,  représentait  une  dérivée  d*une  des  variations  tron- 
quées des  inconnues,   on   arriverait  à  trouver  dans  l'équation 
10.  i3 
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Vj  =  o  une  somme  analogue  à  la  précédente ,  mais  dans  laquelle 

il  manquerait  nécessairement  les  termes  de  la  forme 


f^KK-^' 


puisque,  par  hypothèse,  l'équation  V3  =  o  ne  peut  pas  renfer- 
mer des  termes  de  cette  dernière  forme  (article  88). 

120.  Quant  à  la  manière  de  tirer  de  l'équation  V,  =  o  les 
diverses  équations,  soit  indéfinies',  soit  aux  limites,  qu'elle  peut 
renfermer,  nous  renverrons  aux  articles  9 4  et  suivants. 

121.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  considérations 
géométriques  qui  nous  serviront  à  matérialiser,  pour  ainsi  dire, 
les  formes  des  expressions  que  nous  venons  de  considérer,  et  à 
les  rendre  par  là  plus  faciles  à  concevoir.  Elles  formeront  le  sujet 
du  paragraphe  suivant. 


6. 


132.  Nous  regarderons  les  variables  indépendantes  x,  Xi,a;,, 
comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  pris  dans  l'in- 
térieur d'un  corps  T,  dont  la  surface  servirait  à  déterminer  les 
limites  de  ces  variables;  en  outre,  pour  fixer  les  idées,  nous  sup- 
poserons l'axe  de  a^j  vertical  et  dirigé  de  bas  en  haut. 

Dès  lors,  x\  et  x\  seront  les  hauteurs  de  deux  points  de  la 
surface  du  corps  T,  situées  sur  une  même  ordonnée  parallèle  à 
l'axe  de  a?,,  et  la  différence  x'^  _  x'^  sera  la  partie  de  cette  or- 
donnée qui  sera  interceptée  par  le  corps  et  comprise  dans  son 
intérieur*  >  i/nr:  '  n 
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Nous  désignerons  par  F',  la  face  inférieure  de  ce  corps  -,  dont 
l'équation  sera  x,  ==  x\ ,  et  l'étendue 


que  nous  écrirons  sous  la  fornie  (article  77) 

Nous  désignerons  par  F",  la  face  supérieure  du  corps  T,  dont 
l'équation  sera  x,  =  x\,  et  l'étendue 


12  3.  Concevons  un  cylindre  vertical  circonscrit  au  corps  T  ; 
la    base     de     ce     cylindre     se 
trouvera  limitée  par  le  contour 
A',  B',  C,  C",  B",  A",  A',  dans 
lequel 

L'arc  A',  B',  C  aura  pour  équa- 
tion a;,  =:  x\,  et  chacun  de  ses 


A" 

\B" 

Nc" 

A' 

^ B^^^^' 

0 

éléments  différentiels  aura  pour  valeur  (/a;  %/  j  _j_  ( iV. 

L'arc  A",  B",  C"  aura  pour  équation  Xi=x\,  et  chacun  de  ses 
éléments  différentiels  aura  pour  valeur  c/x  %  /  1  _|_,  (— )  ; 

Là  droite  A',  \^'  aura  pour  équation  x  =  x  \ 

La  droite  C,  C"  aura  pour  équation  x  =  x". 

12  Ji.  Maintenant,  tous  les  points  du  corps  T  pour  lesquels 
nous  aurons  Xi  =  x\  seront  en  même  temps  sur  la  siurface  du 
cylindre  circonscrit  et  formeront,  soit  une  simple  courbe  ayant 
A',  B',  C  pour  projection  horizontale,  soit  une  face  cylindrique 
dont  les  dimensions  verticales  seraient  exprimées  par  7  ^  '  (a;",— a;',). 

i3* 
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Comme  ce  dernier  cas  embrasse  le  premier  comme  cas  particu- 
lier, nous  désignerons  par  F'i  la  face  dont  il  est  question ,  et  dont 
l'étendue  sera 


ou  bien 


en  observant  que  x"t  —  x\  peut  être  remplacé  par  Jctr,  et  que  le 
facteur  y  j  _(_  l—\\  ne  renfermant  ni  x^  ni  a:,,  peut  passer  sous 

les  signes  *?  ^  '  et  fàx^. 

12  0.  Des  considérations  analogues  nous  feront  admettre  une 
nouvelle  face  cylindrique  F"j,  dont  les  points  seront  donnés  par 
l'équation  Xi==x"i^  et  dont  l'étendue  sera 


/"^c/'^v/'+i^r 


126.  Les  mêmes  considérations  nous  feront  admettre  encore 
une  face  plane  F'  dont  les  points  seront  donnés  par  l'équation 
X  =  x\  et  dont  l'étendue  sera 

llfdx.fdx,. 

127.  Enfin,  les  mêmes  considérations  nous  feront  admettre 
une  dernière  face  plane  F",  dont  les  points  seront  donnés  par  l'é- 
quation X  =  x",  et  dont  l'étendue  sera 

Il   fdx,  fdx,. 

128.  Ordinairement  les  deux  faces  cylindriques  F',  et  F",  de- 
vront se  réduire  à  la  simple  ligne  de  contact  du  corps  T  et  du 
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cylindre  circonscrit,  et  les  faces  planes  F'  et  F"  aux  points  de 
contact  des  plans  tangents  au  corps  T  qui  sont  perpendiculaires 
à  l'axe  de  x.  Mais  dans  le  calcul  des  variations  on  ne  doit  point 
supposer  qu'il  en  çst  ainsi,  puisque  l'on  peut  supposer  que  le 
corps  auxiliaire  auquel  le  corps  cherché  doit  être  comparé  ren- 
ferme de  pareilles  faces,  lors  même  que  le  corps  cherché  ne  doit 
pas  en  renfermer  lui-même. 

129.  Maintenant,  nous  ferons  observer  que  si  une  fonction  a 
renferme  la  variable  x^,  les  expressions  7^'  h,  7^*  a,  se  rappor- 
teront, la  première  à  des  points  de  la  face  inférieure  F',,  et  la 
seconde  à  des  points  de  la  face  supérieure  F",. 

De  même,  si  u  renferme  la  variable  x^,  les  deux  expressions 
7^'  M  et  7^'  H  se  rapporteront,  la  première  à  des  points  de  la 
face  cylindrique  F',  et  la  seconde  à  des  points  de  la  face  cylin- 
drique F",. 

De  même  encore,  si  a  renferme  x,  les  deux  expressions  7^  a 
et  7  *   a  se  rapporteront ,   la  première   à  des  points  de  la  face 

plane  F'  et  la  seconde  à  des  points  de  la  seconde  face  plane  F". 
Par  suite ,  une  expression  de  la  forme 

X  Xf 

se  rapportera  à  des  points  qui  doivent  se  trouver  en  même  temps 
et  sur  la  face  plane  F'  et  sur  la  face  supérieure  F",,  c'est-à-dire  à 
ceux  de  l'arête  commune  aux  deux  faces. 
De  même,  une  expression  telle  que 

se  rapportera  au  point  unique  situé  sur  les  trois  faces  F',  F',  et 
F"j,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  expressions. 

i3o.  Nous  terminerons  ici  l'exposition  des  formules  et  consi- 
dérations qui  se  rapportent  aux  expressions  définies  provenant 
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des  fonctions  de  trois  variables  indépendantes,  et  nous  passerons 
aux  applications  particulières  qui  feront  l'objet  (d'un  nouveau 
chapitre.  -.,.;„.■..  -  ..^..■.^,.  .:■:■, ..^-  ;;    i^^r:..  ~.:  -^f-  .  <.  ■ --■  .--'^-u  :- 

CHAPITRE    Vé  Hupf^^:  «rnf!il>7H«  .(po  . 

iâcitolûitil/!    .(ji:  ! 
,!  i  j]l  ;.u>  -    u  /:.«•-  yiq  «1  jno'iai 

-■■-.,  '-    ,'    -  ^        ,-f        (      -    !,  _-^  .   „. 

1 3  1 .  Pour  première  application  des  théories  précédentes ,  nous 

chercherons  ^  ..^-..^^ 'U  \  f/'O^.-^o  îGft  •,.  n  '';rin,'"«t 
Quelle  peut  être  la  surface  qui,  sous  une  même  étendue  s'u-j 

perficielle,  renferme  le  plus  grand  volume.  ,  , 

1^2.   D'abord,  le  volume  aura  pour  expression 

fdx  (dx,  fdx^,  <p{i6'(  ^>«  »   'l\  i' 

i/f  o  ••.,•!  '/H    f-Hi    U    ''4.HVvr:)'>'î   fil  i^*  ^'4    *iiHU4i 

et,  par  suite,  sa  variation  tronquée ,  calculée  au  moyen  <ie  la  for- 
mule i  1 ,  article  112,  sera 


ri/» 


flx  Jdxi  '^  x^  ^ x"i  —  fdx  JdXy  '^ x'  ^ *';>  . 


{V|i/. 


fdx  "^  x^  fdx^  Sx\  —  fdx  "^  xl  fdxt.S^f^'jiû  ni  ni 
^x    fdx^  fdXi  Sx"  — "^ X    fdx,   Çdx.  îîc'  '"'         j^ 


et  la  condition  du  maximum  exigera  que  cette  variation  soit  nulle 
(article  79). 

i33.  La  lace  plane  F'  du  corps  cherché  aura  pour  expression 

(article  126)         ,l.\.,^.,,,..:.<y..  ..u.n  '^ùii^  ah  iemic  is  ,3 

•gihûirio!  ,c/,  ,;        ,  ^  :tî^},.^n#.,qëï    -, 
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et,  par  suite,  sa  variation  tronquée,  calculée  par  la  formule  i4 
de  l'article  112,  sera 

+ 1:'  -ï:;  /^^.^  ^^'  -  <  <:  jj^^  '-è  ^^v 

La  face  plane  opposée  F"  aura  pour  expression  (article  12-7) 
et ,  par  suite ,  sa  variation  tronquée  sera 

La  première  face  cylindrique  F',  aura  pour  expression  (article 

12  A) 


jï. 


'd^  — 


j^Ci^-V'  +  (^)'-'^"..:^ 


et,  par  suite,  sa  variation  tronquée,  calculée  au  moyen  de  la 
formule   iS    (article    ii2j,  en  observant  que  ^\/i  _^  / iV 


104  RECHERCHES 

est  éeale  à     , =- - — —  ■  — i,  et  en  faisant ,  pour  abréger 

Jax  7      Jdj:,  —  --i  — j — 

''  a;j    «^  p      dx       dx 

,  +  /<fc  ':;  i:;  p'  ï  ^-'.  -  /<«-':;  i::  p'  t  ^-'. 

-4-  C'  ^t:  /<&.  p'  ^»'     -  K'  C,  fd^.  p'  'sjc: 

Comme  le  premier  terme  de  cette  variation  est  susceptible  de  la 
transformation  recommandée  à  l'article  8^,  nous  effectuerons 
cette  transformation  au  moyen  de  la  formule  33  de  l'article  i  i  5, 
et  nous  trouverons  que  la  variation  tronquée  de  cette  face  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

1     dx\ 


dl-  ^] 

~fdx1^^  fdx,     —^--  Sx, 

j"^'j,,    'x,   p'    dx      dx,    dx^^'   ^^J^^'x,   '  X,   p'    dx  dx,    dx   '^^^ 

^€^t:fl^'  p'  ^^'        -'^:;  ja^.  p'  ^^'- 

La  seconde  face  cylindrique  F"i  aura  pour  expression 
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et  par  suite  sa  variation  tronquée ,  calculée  comme  la  précédente, 
sera  (en  faisant,  pour  abréger  p"  =  \/  ^  _j_  / iVj: 

IL  ^\ 
—  j^^x,  i"^« d^ ^^  ' 

— j"^'x,  'x,  p"  dx  dx,  dx  ^^ ^^-p^'x,  'x,  p"  dx  irir^^^ 

La  face  inférieure  ¥\  aura  pour  expression  (article  122) 


par  suite,  en  observant  que  si  l'on  fait,  pour  abréger. 


l'on  a 

la  Variation  tronquée  de  cette  expression ,  calculée  au  moyen  de 
la  formule  1 2 ,  article  112,  sera  égale  à 

(dx  fdx,  7"''  -L  É^i^-^fdx   fdx,  7"'»  -i  ^  ^ 

'J         ^  x^     q      dx       dx  J         J  X3     q      dx        dxi 

10.  u 
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Comme  les  deux  premiers  termes  de  cette  variation  sont  sus- 
ceptibles des  transformations  recommandées  aux  articles  84  et 
85,  nous  effectuerons  ces  transformations  au  moyen  des  formules 
32  (article  i  i5)  et  87  (article  idem).  De  cette  manière,  elle  se 
changera  en  (x\  ne  renfermant  pas  x^) 

fj     ^^'/i^2*     dx  3   ax  t  f  ^j         X  i      X  .j    i     dx  ^   dx ,    ~    f 


q      ax      ax  '      '      j  x^        x,^     q 


Enfin  la  face  supérieure  F"»  aura  pour  expression 


et  par  suite,  un  calcul  semblable  au  précédent  donnera  pour  sa 
variation  tronquée  (en  faisant,  pour  abréger), 


""-s/^-^m-^m 


I   ,    1      àx\  1     cLr", \ 

F. + ^  :'  /<*«.  ^  :;  7  ^  ^^"-  -  ^  t  fi-'  '  i  7  ï  ^^■"■ 
+ /<^ ^::' <: 7 f  ^*".  - /-^ ':;  ^:;  7 ^' ^-"- 
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-H  ^  x"  /^>  ^7  i'  -/"  ^^"    —  ''  ^'  /^.  '^  1.:  <  ^^'' 

et  comme,  d'ailleurs,  la  grandeur  de  la  surface  est  supposée 
connue,  la  somme  des  variations  que  nous  avons  signalées  en  marge 
par  les  lettres  F,  F",  F',,  F"„  F'„  F",,  doit  être  nulle  (article  8o). 
i34.  Maintenant,  pour  former  l'équation  aux  variations 
V  =  o,  il  faudra,  d'après  la  théorie  connue  des  multiplicateurs, 
ajouter  à  la  variation  du  volume  celle  de  la  surface  multipliée  par 

un  facteur  constant  —  dont  la  valeiu?  devra  être  déterminée 
plus  tard.  Et  comme,  d'ailleurs,  nous  avons  vu,  article  8o,  qu'il 
suffit  d'avoir  égard  aux  variations  tronquées,  nous  trouverons 
pour  l'équation  V  =  o  : 

ç,.         x\       x\  I     „  1     daj",  àx\  1     tir"j  \  "7    „ 

J  X,        ^a   I  '  q"    dx     (Ljc  q"   dx^  ) 


2 


1     dx'\   dx'i  i    dx"^ 


o  _^     rj     ^  ^  1  ^  ^  2  I      ,  _^    1     (Uc  i   ax ,  l     (U?  a 

J  ,r,        iTj    I  r  q"    dx      dx  q"   dr, 


Sx\ 


•     <^"ï   )    r    tr 


'■■■ +<J^-<:\'-v'èp^'' 

1    dx\  1    dx\ 

_  çi     ^  a;",      x'A     „  1^  d£j   dx\^  i^  d^  )         , 

J  Xj        ^3  f  '  q'    dx      dv  q'    dxi    ) 

8 


1    dx\  dx'i  1    dx't 


''  X,        ar,  J  /  q      dx      dx  q     dx,    ) 


»4* 
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12 

a 

i5 

16 


fdxll'fdx. 


17 —  fdxl''l'' 

'9- —  '^î'^t:fl^^ 

2  IX- +  '^  I  fdx.fdx, 

23 -+-<ji^.^:; 


2A 


<<'J^« 


5. -^'^l  "^llSdx, 


26 


"^x  flx.jdx. 


>7 -n/'i^.i:; 

.8         -lisd^.^i: 


dx 


l^  p'\dxj    }  dx, 


\^  p"\dx}    )   dx 


-  -T-\  àX  , 
p     dx  ) 

p'    dx  ) 


rfx 


Sx\ 


Il  I     ,  1    /aa;,\»  \  dx  t 

9  -  ('' -  ^  liirj  j  s: 

p     dx  ) 

,    *  ^''  )  T  ' 
i-f---j-  Jx, 

p     ctr  ) 

Il    ,      dx  ij    ^    „ 

î  +  — j  ,îx 

(  d^  1}    ^    Il 


dx 
dx\ 
dx 


Sx!' 


^\~Sx" 

dx  \ 


C      Sx 

dx'\  ] 


dx 


Sx' 


}  oX 

dx  \ 


1    dx'j  dx" ^  ï  ~7   II 
p!'  dx    dx  \ 
1    dx  m  dx  1  i  ^ 
p    dx    ax  ) 


1    ^^(    p    ' 
p'  dx    dx  ) 

1   ^^£i_)  T   1 
p'   dx     dx  ) 


™  •>     "'i^^'^p 
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dont  nous  avons  numéroté  les  termes,  afin  de  rendre  les  cita- 
tions plus  faciles. 

i35.  Comme  nous  avons  effectué  les  transformations  pres- 
crites dans  le  paragraphe  3 ,  chapitre  ii ,  à  mesure  que  nous  en 
avons  vu  la  nécessité,  l'équation  V  =  o  que  nous  venons  de 
former  se  trouve  toute  préparée,  et  nous  pouvons  lui  appliquer 
immédiatement  les  règles  des  articles  98  et  102. 

i36.  Comme  cette  équation  V  =  o  de  l'article  i34  ne  ren- 
ferme que  les  variations  tronquées  Sx,  Sx",  Sx\,  Sx\,  Sx\,  Sx'\, 
dont  aucune  ne  renferme  la  variable  x^y  nous  n'aurons  aucune 
équation  indéfinie,  proprement  dite,  se  rapportant  aux  points 
intérieurs  du  volume  cherché. 

137.  Tous  les  termes  qui  renferment  la  variation  Sx\  dif- 
fèrent les  uns  des  autres  par  les  signes 

■  iï'  1'^'  li'  iV'  ii''  li'  f''^-  fd^'-- 

chacun  d'eux  fournira  donc  une  équation  distincte,  qui  devra 
avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  des  limites  compatibles  avec  la 
forme  de  ce  terme,  à  moins  toutefois  que  cette  étendue  ne  doive 
être  nulle.        "^  .^)    v  '^'    ih    ■f    '      'Vv*   t^     .«»  ' 

Ainsi,  le  premier  terme  nous  donnera, j^^^f^i  jp|  ,jj^  nf?'v>  «i'*  t^ 

I     dx"t  1     dx\ 

qui  devra  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  de  la  face  supérieure  F'  j, 
et  que  nous  pourrons  écrire  sous  la  forme       4i%,.t.wà^  '^^  -^^ 

1     dx",                1     dx". 
j i  j ' 

•riMOf^jiï/^ivpuwt.îiJj/ -ii-^i q"    dx    q'   cLr, <ct'  .  jli»^lcrl  iiSoa  £ii*(l   ■ 

dx  dx^  '     .  -A'  sîafihe'l  • 
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puisque  x\ ,  et  par  suite  q"  =  \/  i  -f-  [-j^j  -\-  l^j^j  ,  ne  ren- 
fermant point  la  variable  x^ ,  le  signe  7  ^  '  ne  peut  avoir  aucune 
influence  (article  5). 

De  même,  le  sixième  terme  nous  donnera 

1     da;",                 1     dx\  '  - 

C  -4-  —L- -+-  —!-j ■=  G 

pour  l'équation  de  la  face  inférieure  Y\.        f''^''  ^'^"   '•' 

Ces  deux  équations  ne  diffèrent  que  par  la  notation  des  ré- 
sultats déjà  obtenus  par  ceux  qui  ont  traité  cette  question.  Il 
n'en  est  pas  de  même  des  équations  que  vont  nous  donner  les 
autres  termes  de  l'équation  V  =  o  de  l'article  1 34 ,  et  que  nous 
allons  considérer  dans  les  articles  suivants. 
^  i38.  Le  second  terme  de  l'équation  de  l'article  i34  nous 
donnera  à  xi      ..iU.i 

x\      x\   /    „  1    àx\  àx\  1    d«"j\   

,T,       x^    \r  ^"    ^^     fij^  ^"   jj.^  / 

qui  aura  lieu  dans  toute  l'étendue  de  l'arête  commune  aux 
faces  F"i  et  ¥\. 

Maintenant,  nous  multiplierons  les  deux  membres  de  cette 
dernière  par  l'expression^  -  ^,^|^^^,j,,^.j^.,^|  ^^^  „,, 

x'\      x\   /    ,1  1    dx\   dx\  1    dx"i\  >' 

^1       ^s     \'  q"    dx     dx  q"   dxi  /  .:,\]iïù^W:S 

et  en  vertu  de  la  formule  i8  (article  i4),  ^  ' 

P     P>  V"*-'. -V  P     Pi  P     Pi 

cela  nous  donnera  pour  résultat,, j  ^,„^,^,^^,^,  „^,|  ,^,,,,  ^,,^i  ,,,p 

7^">  7^"=_L_/o"»o"^  _  /ifli^y  _/^Vh_  2 .  — — — "i^ov 

•^i        ^2    {q"V^  \dx    dxj  \(ir,  /  dx    dx^    dx  / 

'  Dans  cette  formule,  les  fonctions  p,  /),,  q,  qi,  u,  v,  w,  peuvent  être  quelconques  comme 
à  l'article  i4. 
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alors  nous  remplacerons  le  produit  p*  q  *  paï  le  produit  équi- 
valent '*jj**  î  j»)  «) 

que  nous  développerons  ;  de  cette  manière ,  la  dernière  équation 
trouvée  se  mettra  sous  la  forn^e 

ou  bien  encore  sous  la  forme  rt..    /.I 

et  enfin,  en  vertu  de  la  formule  ^çgà  citée  (article  1 4),.  -  7 

l'l''(a»w)=l'7f«."l''f'^:7''V"u,',"" 

P        Pi     \  }  P        Pi  P    Pi  P         Pi  ' 

elle  pourra  se  mettre  encore  sous  la  forme  ^    >, 

^  '.>V  ^*t»'  ''^^ 

\     X,       X,    ^'1        X,       X,     y  ~^    Xàxjj    ~^   \dx.    7~,     dx„    dxjj  ^' 

\  ■^^'   'v  7 

d'où  nous  conclurons  qu'il  faut  que  l'on  ait|,  \  '^  \  _''  \- 

X  ,     .  X  î     l^    ^^^ 

et  qM«„  pau  conséquent,   v^^  ._>>  fji^m  tj^f,   >si  .r.^j.rj;.Ai  ,;  ,,.,p;i      f 
Pour  tous  les  points  de  l'arête  qui  sépare  les  deux  faces  F  i  et  F",, 

le  plan  tangent  à  cette  dernière  est  vertical  comme  celui  de  la 

face  cylindrique  V\. 

De  là,  et  de  ce  que  cette  arête  est  commune  aux  deux  faces ^ 

nous  conclurons  que  ces  deux  faces  doivent  se  raccorder.  'î 

"  ..,•■:       ■•  '  ,  \':l\'H    ïny  '  '  •'!. 

*  Dans  cette  formule,  les  fonctions  p,  p^,  tj,  fiv^j  vj  ta,  peuvent  être  quelconques  comme 
à  l'article  i4.  .  ^rïte      i    ,'^^9  ^r^^-^^*^ k't'*^H^^^*^'' 


112  RECHERCHES 

1  39.   Les  troisième,  quatrième  et  cinquième  termes  de  l'équa- 
tion V==:o  de  l'article  i34  nous  donneront 

x',      x\  I     I  1     dx"^   ds'i  1    dx'A 

^1        ^s  \'  q'    dx      dx  q     dx^  I 

^  x"    .  x\  I  1    dx\\ 

^        ^»  V        ^^  q"    dx  I 

^x'^x.  f__^d^\^, 

*       ^a  \  q      dx  ) 

Et  en  traitant  chacune  d'elles  d'une  manière  analogue  à  celle 
du  dernier  article,  nous  en  conclurons  que  la  surface  supérieure 
doit  se  raccorder  encore  avec  les  trois  autres  faces  adjacentes 
F,,  F"  et  F'. 

1^0.  Nous  avons  déjà  donné  (article  37)  l'équation  de  la  face 
inférieure  F'j,  qui  doit  provenir  du  sixième  terme  de  l'équation 
V  =  o  de  l'article  i34-  Les  termes  7,  8,  9  et  10,  étant  irréduc- 
tibles, nous  donneront  les  équations 


x'\  x\    /    ff  ï     dx\  dx\            1    dx\\ 

x,  x^     y"  q'    dx  dx              q'    dx^  J 

x\  .x\    I     ,  1    dx\  dx'i             1     dx\\ 

X,  Xj     ^  r  q'    dx  dx             q'  dxi  / 

^  ^5     \  q     dx  J 

x  x'.^   I  i    dx'A    

^  ^!i     \  q'    dx  / 


'■IDIUU 


que  nous  traiterons  comme  les  précédentes,  et  d'où  nous  con- 
clurons que 

La  face  inférieure  F',  doit  aussi  se  raccorder  avec  chacune  des 
faces  F".,  F',,  F"  et  F'  qui  lui  sont  adjacentes.    00  «a{«;i/ojifioi 

1 4i .  Comme  la  variation  Sx"i  ne  dépend  que  de  x,  et  non  de 
X,   ou  Xi,  il  faudra  grouper  séparément  les  termes  affectés  du 

signe  fdx ,   ceux  qui  sont  affectés  du  signe  7^,  ceux  qui  sont 

affectés  du  signe  '?  ^ ,  et  qui  renferment  en  même  temps  cette 

variation  (article  102).        .,  .^W/'^b»'»; 
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Nous  devrons  agir  de  même  relativement  aux  termes  qui  ren- 
ferment Sx'i  :  dès  lors,  en  remplaçant 


'  dx'\  \  ï 

et 

p'    \  dx  l     *■         p 


I,  ï     (dxAi 


1     /dx\\* 


en  vertu  des  relations 


^'-^m''p"=^'-^m' 


cela  nous  donnera  les  six  équations  suivantes  : 


d—  —^ 


i  x\   1   ,  \    dx\  1     tir'j  àx'î 

I  ^j     \  '  p"    dxi  p"     dx     dx  , 


:0, 


dl'^''^ 


j  '7^'/'_i__L^ I     djo\  dx\\  \ 

\  ^^  y  ~^  p'  dx      y  dx   dx  )  j 

De  ces  six  équations,  les  quatre  dont  la  forme  est  la  plus 
simple  peuvent  servir  à  prouver  que  les  faces  cylindriques  F', ,  F', , 
doivent  se  raccorder  avec  chacune  des  deux  faces  planes  F'  et  F". 

D'ailleurs,  comme  les  fonctions  a;',,  a?",  x\,  x\  et  par  suite 

lO.  i5 
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q',  q",  p,  p",  ne  renferment  point  la  variable  x^,  on  pourra  effec- 
tuer immédiatement  les  intégrations  par  rapport  au  signe  fâx^  et 
supprimer  les  signes  7^",  1^\  Comme  cela  présente  aussi  peu  de 

difficulté  que  d'intérêt,  nous  ne  nous  arrêterons  point  à  écrire 
les  résultats. 

ill2.  Comme  les  variations  tronquées  Sx",  ^a;',  ne  peuvent  pas 
renfermer  les  variables  x,  x^,  x^,  chacune  d'elles  ne  donnera  lieu 
qu'à  une  seule  équation  aux  limites,  savoir  : 

fdx,  fdx,.  c.  -f-  jdx,  1  ";  ((/"  — ^)  -I-  fdx,  1  ^;  (7'  ~  ir)  j_ 


143.  Telles  sont  les  diverses  équations  auxquelles  la  surface 
cherchée  devra  satisfaire.  Comme  d'ailleurs  il  nous  paraît  difficile 
d'en  tirer  plus  que  nous  ne  l'avons  fait,  nous  nous  bornerons  à 
indiquer  que  l'on  peut  supprimer  les  signes 7^* et 7^ 'dans  toutes 
ces  équations,  parce  qu'aucune  d'elles  ne  renferme  x^. 


1/44.  Pour  seconde  application,  nous  chercherons  les  équa- 
tions ,  soit  indéfinies,  soit  aux  limites,  d'où  dépend  la  solution  de 
la  question  suivante  : 

Quelle  doit  être  la  loi  des  densités  des  molécules  d'un  corps 
dont  la  forme,  la  position  et  la  masse  sont  connues,  pour  que, 
en  supposant  que  v  exprime,  la  densité  d'une  molécule  dont  les 
coordonnées  seraient  a;,  a:,,  a;,,  fintégrale    ,        ^  •. 


,/a./</x,/...^,^(-)-^gJ-^.@-. 


.p  , 
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soit  un  minimum  ?  Il  est ,  d'ailleurs ,  sous-entendu  que  cette  inté- 
grale doit  être  prise  dans  toute  l'étendue  du  corps  cherché. 
1  ^5.  De  ce  que  la  forme  et  la  position  du  corps  sont  connues, 

les  variations  Sx\  Sx",  $x\,  S"xi,  Sx\,  Sx'iy  doivent  être  supposées 
nulles. 

i46.   La  masse  du  corps  cherché  a  pour  expression 

.        r    rr— :    f     f  -  ^F  :  fi^  fl^^  fdx^  V, 

et,  par  suite,  sa  variation  tronquée  sera  (au  moyen  des  considé- 
rations de  l'article  précédent)  : 

fdx  fdxi  fdx^  Sv. 

Comme  la  masse  est  supposée  donnée,  sa  variation  doit  être 
nulle;  d'un  autre  côté,  c'est  une  expression  définie,  et,  par  con- 
séquent, sa  variation  complète  ou  sa  variation  tronquée  sont 
égales:  nous  aurons  donc  l'équation  de  condition  (voir  articles  8o 
etSi) 

fdx  fdxi  fdxa  Sv.=  o. 

•'.î.i   «â»  ". 

i^j.  Par  un  motif  semblable ,  pour  que  l'expression 

■^"^  ^'^'  ^'^'  V'^^mSwï^^ 

soit  un  minimum ,   il  faut  que  la  variation  tronquée   soit  nulle 
(article  79).  Or,  cette  variation  sera  (en  faisant  pour  abréger 


\/'  +  (ï)'  +  Ê)'-t-fâ'  =  '-)- 

y  \(ir/  \dx,/  \dxj  / 

égale  à 

Çdx  fdx,  fdx,  (—  —  —  -^  ~  ^  —  -h  —  ^  —] , 

J        J  J  \r    dx    dx  r     dxi    dx^  r     dx^    dx^J 

pourvu  que  l'on  ait  égard  aux  conditions  de  l'article  i45. 

»5* 
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1 A8.  Maintenant,  nous  aurons  l'équation  aux  variations  V  =  o. 
En  ajoutant  l'expression  de  l'article  précédent  avec  celle  de  l'ar- 
ticle 1 46,  multipliée  par  une  constante  c,  convenablement  déter- 
minée, nous  aurons  donc 

o  =  fdx  fdx,  (dxAc'Sv  -^  ^^^  ^  ~\-  1-  ^  ^  -^  ^  EL  i^[. 

ilig.  Pour  passer  de  cette  équation  à  l'équation  V,  =  o,  nous 
commencerons  par  transformer  le  terme 

fd.  Jdx.  fd..  1  I  *, 

au  moyen  de  la  formule  3 1  de  l'article  i  i  5  :  cela  nous  donnera 
pour  résultat  équivalent  ,i|  ôfoc 

1     dv 

d  — 


fdx  fdxi  fdXi     ',         Sv 


r     dx' 
dx 

ll    fdx,  fdx,.  -■^.'Sv      ~ll    fdx,  fdx,   -  £,  1v 


—  fdxl^^    fdx,.  Td^ir^'^-^fl^^x,    /^^-  T  5^  IT  ^^' 

n       ri       /i  ^  «        ^     '^^    ^i  "ft  ri       ri        /i  ^'a        l     dv    dx\   "7 

—  fd:£  fdx,1^^  .   Td^lT  ^"^-^  fl^  fl^^  K,     Td^lT^''- 
Après  cela,  nous  transformerons  le  terme 

Sd.fd.Jd...l±.§.M.n, 

au  moyen  de  la  formule  36  de  farlicle  i  i5  :  cela  nous  donnera 
pour  résultat  équivalent 

1      dv_ 

—  fdx  fdx,  fdx,  — ^^  ?v  ■'  ^i«l^^ 

^fdxil;  fdx,.^^-sv  -fdxiî;  fdx^^^'sv. 
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Ënfm,  nous  transformerons  le  terme   ;  no'l  f^p  , c.'jlitinl  :  ^ 

oh  Jnrri'(ff^  <ffoî^    ijoilB  ii:i  » 
fdx  (dx,  fdx,.±±-^4^ 

au  moyen  de  la  formule  89  de  Tarticle  1  i5,  et  nous  trouverons 
pour  résultat  équivalent        -^  --r-         *    tt~  :^ 

1     dv 

—  fdx  fdx,  fdx,  ^  '   ^^ 


-^  fdx  fdx,  '? ^;  T  â^  ^^  —  /^  /^^^  '^l!  T  i  ^^- 

.11       T" 

1  5o.  Si,  maintenant,  nous  substituons  les  différents  résultats 
que  nous  venons  de  trouver  dans  l'équation  aux  variations  de  l'ar- 
ticle i^iS,  nous  trouverons,  pour  l'équation  Vs=  o  réduite  à  la 
forme  la  plus  simple,  '       ** 


\_dv  Idv 

o  =  fdx  fdx,  fdx,  (  C  —  -^    —-       ^ 


i  ^ 


dx  r     fLr, 


û;,~-  fdx  fdx,1^^      Td^lT.     -^Tl^l^— T^M^ 


d  oh 


jdxjdx,!^^    JT^U        -^-Td^ï;:— Tl^j^*' 

J  X,     J       >  I    r    dx     dx  r    dx,    j    ^u     jri).*>     HUOlilHJp- 

.^x    Jfi^. /«^^    TdïM^ 


^■ii      ji» 


7:'/<fc./<fe.|-!-è|*--       *"' 


iMiî  Gomme  la  variation  Sv  peut  renfermer  les  trois  varia- 
bles X,  X,,  ic,,  les  différents  termes  de  cette  équation  sont  irré- 
ductibles, et  chacun  d'eux  donnera  une  équation,  soit  indéfinie. 


1    dv 

d  — 
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soit  aux  limites,  que  Ton  formera  en  supprimant  les  signes  d'in- 
tégration. Nous  aurons  donc  pour  résultat 

dx  r     dxi  r     dx^ 

dx  dx,  dx,  ,jj    MQpiïl  iSii 

«'3  i   1    dv    dx\  1      dv     dx\  l      dv   )  ■   |   .,  ,'    -' 

Xi   \  r    dx     dx  '        r     tir,    dx,  r     dx,  i  '  ' 

x'j  (  1    dv    dx\  1      dv     dx'^  \      dv   \ 

x^  \  r    dx     dx     ,  '       r     dx,    dx,  r     dx,  j  ' 

x'i  î  1    dv    dx'i  1      dv   ) 

'  Xi  '7"  dx  ~dx  r     dx,  \      ^^^^'i    s  '^     ^  ,.        .n 

x 1  l  1    a«    tte 1  1      dv   ] 

X,    )  r    dx     dx    '~~'    r     dx,  {  ' 

,x"   il    dv  )  '^t'^^^^'-f^'^^ff  A>?i^^fîJ 

'  X    jr    dx  |7~T,7<;',  ,    ,     .-:,,,»    .  iVIlO'l!  01)  PrJOfia/  îfliOlf' ftUJ* 

1    dv  );rr1f;|r  "■.   rr'^lfî  . '.î  :'k9,''io'I^  euo.i  ,Bl.\   9bit 


X 


1-  !^s!  =  o 


La  première  de  ces  équations  se  rapportera  à  tous  les  points  du 
corps;  la  seconde  à  la  face  supérieure  F"s;  la  troisième,  aux  points 
de  la  face  inférieure  F'^;  la  quatrième,  à  ceux  de  la  face  cylin- 
drique F"i;  la  cinquième,  à  ceux  de  la  face  cylindrique  F'i;  la 
sixième,  à  ceux  de  la  face  plane  F";  enfin,  la  dernière,  à  ceux  de  la 
face  plane  F'. 

162.  Si,  par  cas,  il  est  possible  de  ramener  le  cas  particulier 
que  l'on  traite  à  celui  d'une  surface  dont  tous  les  points  seraient 
donnés  par  une  seule  équation  w  =  o  en  x,  x^  et  a?,,  les  six 
équations  aux  limites  du  dernier  article  se  réduiront  à  cette 
équation  unique  v  .^ 

l    i  dv    dw  dv      dw  dv      dw    ) 

r   j  dx   dx      '      dx,     dx,       '      dx,    dx,    (  ~~"~ 

qui  devra  être  satisfaite  par  tous  les  points  de  la  surface  du  corps  : 
ce  qui  peut  avoir  lieude  deux  manières  différeot«s,  qu'il  faudra 
discuter  séparément,  ^^^o  -Àt  vuiiTîf  ajo^ioli  I>  aol  ;i'É  ^^,  ,x  «»id 
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^-  ai)i^  — 

1  53.  Pour  troisième  et  dernière  application,  nous  chercherons 
les  équations  d'où  dépend  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Quelle  doit  être  la  loi  des  densités  des  molécules  d'un  corps 
dont  on  connaît  la  forme  et  la  position,  pour  que,  en  désignant 
pari;  la  densité  de  la  molécule  ayant  x,  x^,  x»,  pour  coordonnées 
et  par  w  une  fonction  quelconque  donnée  de  x,  r,,  x,  et  v,  fin- 
tégrale  .,  ; ^  ^  .,  ; 

a-,  .   pt-fH^'i   '^'fdx  fdx,  fdx,  w  ^  2i  Ar,^'  "^^^^''"  ''''      '^    ''*'^'' 

soit  un  maximum  (ou  un  minimum),  en  supposant,  d'ailleurs, 
cette  intégrale  prise  dans  toute  fétendue  du  corps?       '-  ^' ■- 

i5^.  Gomme  dans  le  dernier  paragraphe,  les  variations  tron- 
quées Sx,  Sx",  Sx\,  Sx\,  Sx\,  ^jî'j,  devront  être  nidles,  et,  par 
suite,  l'équation  aux  variations  V  =  o  sera  l  -^^i 

G  =  fdx fdx,  fdx,.  7  M>ir^'  '!" '\''' 

c'est-à-dire 

"   ''^  o  =  fdxfdx,fdx,.^£-^^^Jv  ,^  '%. 

-h  fdx  fdx,  fdx^.  w    ,  '^'^^  .   .       .,       / 

I  5&.  Le  second  terme  de  cette  équation  est  passible  des  trans- 
formations prescrites  dans  les  articles  84,  85,.....,  et  auxquelles 
nous  allons  procéder.  ^-i-   '^^  t^      x^'*^^  — 

D'ajbord,  au  moyen  de  la  formulé'. 3 1  de  l'article  ii5,  l'ex- 
pression "'/     ,x       '~^  l    "*'. 


fd...fd.,  fd...^^;     'r.i>i 


d'St 
v  im:,  uiiTv   ui.T,^  u)  — 
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se  transformera  en 


fdxfdxjéc,.£    ^_^_ 


fée  1  ::  fée. ..  ^  ^ + /dr  7  :;  fd.,  »  ^-  -^^^ 


dx     dxidxi  J  Xi     J  fij.     fijj.^  fij.^ 


Ces  derniers  termes  étant  encore  eux-mêmes  passibles  de  trans- 
formations, nous  procéderons  à  celles  qui  se  rapportent  à  la  va- 
riable Xi,  au  moyen  des  formules  36  et  3 7  de  l'article  1  1 5.  Nous 
trouverons  ainsi  que  leur  somme  peut  être  remplacée  par 

,,        ,j        .iinmt(  au  uo]  auuiH/M«i 
fdx  fax,  Jdx,  .^-^  -^  .  ,^^,- j  g^,^|3  ^,^.^,^  ^1,,,^; 


-fC- 


-H  fcir  r^ii^i  7  ^"'  ^  d£,  dfr^      _  r^  r^^^  7  ^''  du,  dx^  ££. 

J        J  ^*      dx    dx^    dxt  >>        ''  ^t     dx   dx^    dx^ 

^      rj        /*J„     dw    dSv 


1  ^   fdx,  fdx. 


dxi    dxj 


d' Sv  ,      rj„  1  ^  »     rj„  d»  <ît> 


/v/       rj  1^^  ^  l        d^  x",       .       dw    dx"\    dâv 

^  fée  fée,  1,^  (»  3^ -+■  ^  17J  ^ 

—  /<fc  'f  "îf  "  ^  #^      -H  /<ir  1"'  'f  «'  ^  #■ 

J           Xi  x^              (to     (ir,                 "^            *i        *a           (to    dx. 
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I      fflj.    fdj-^    ^  ^"»    dw_  dx\  dx\  dÔv_  ,  , 

'^         J       '        a7j      Jj.^     flj.     dj.^     (jfj^ 

-f-  fdx  fée,  1  "" '    w   ^^  — 

Çdx  {dx,  1  "'"  (w   ^"^'^  -f-  —  ^1  — 

J        J      ^       "^i      \       dx  dxi  <ir,     dx  )    dx^ 

•^  *i         ^s  dx     dx^  *'  *«        *«  oa?    ajjj 
r^    Ç^^    7  ^'*   _^  ^  ^  ^ 

—  fdxfdœ.l"''    w^p±^.Y'ù^^  ^H 

Comme  cette  somme  renferme  encore  des  termes  dans  les- 
quels on  trouve  en  même  temps  et  le  signe  d'intégration  Jdx^  et 

la  dérivée,  ~^  nous  transformerons  ces  derniers  termes,  et,  subs- 

dxj 

tituant  ces  résultats  dans  l'équation  V=  o  de  l'article  i54,  nous 
aurons ,  pour  l'équation  Vj  =  o , 

J       J         J         \dv  dx  dxi  dx^  dx  dxi  dxj 

3  -I-  fdx  fdx,  1  "''  L-*£L-+-^^-f-i.^-f-il±J^A  ^ 

''       ''  *a    \     ax  OJJ,         dx  dxx  ax,    dx  dx,   dx  ox,  /  ox, 

6        —  /&  fe  1  "'•  fw  ^_^*:±i_t.iï.  ^_^  *ii^^\  ^ 

J       'J  ^»   \     ax  ox,         ox  ox,         ox,     ox  ox,   ox   ox,  /  (ix, 

9 +/'^c;ii^.&)t 

lO.  ,fi 
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■' 'J^<:j^,  {p§, 

■4     ,      +fi^<:<:  (S)  ^v 
■s---. -id^<:<:  (») 

i8..!.n".''......  +  /rfa)i";  7';   (»)  ^''' 


dxi 
(ir. 


a;  1    ^  X ,        ,      ,       j^gy 


^à  -fd-K;K:  («')  ^- 

^5 -/'^':;'::(«'aé 

2  6 ,   ---1''  fdœ,  1'''    1^]    Sv 

^7 ■■-<J^^<:ir^^.^ 


tl 
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3. H-':'/<fe.':;(»3t 


32 


33 -':'i<^.':;(»St 

34  ~<<:fi^.  O  ^« 

35 +<^:;/''-.  (S  ^» 


36 

3? 

38 

39 
4o 

42 

43 
44 
45 


7*^  7 

a; 


7-^  7 


—  7     7 


7"^  7 


a;       a; 

7^  7^ 


7     7 

a; 


7     7 

X 
/ 

7     7 

a; 

a;' 
7       7 


Xj 

a;j 
^  ^  j 

^  ^  a 
Xj 


W 


w 


w 


w 


w 


w 


w 


w 


$v 

Jv 

HliOlUS    . 

^v 

'Sv 

«liosi  i/o  ; 

~Sv 

'Sv 

•rioh   aMt).) 

Iv. 

i56.  Comme  ia  variation  Sv,  qui  entre  dans  l'équation  que 
nous  venons  de  calculer,  peut  être  une  fonction  quelconque  de 
X,  x^,  Xi,  chaque  terme  de  cette  équation  fournira  une  équation , 
soit  indéfinie,  soit  aux  limites,  que  l'on  formera  en  supprimant 
les  signes  d'intégration  qui  entrent  dans  ce  terme,  et  qui  aura 
lieu  dans  toute  l'étendue  compatible  avec  la  forme  de  ce  même 
terme  (article  98). 


Ainsi , 


i'.^svywiâh  aî>o 


i'jiiu)  -i; 


i6* 
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1*  Le  premier  terme  nous  donnera  l'équation  indéfinie 

dw        d'v  d'w 


dv    dx  dxi  dx^  dx  dxj  dx^ 


O, 


qui  aura  lieu  dans  toute  l'étendue  du  corps. 
2"  Les  trois  termes  suivants  nous  donneront 

x'\     d^w 

.r ",  /  d^x"^  dw  dx"i            dw   dx''^            dw   dx\  dx"i\ 

^i  \  dx  dxi  dx    dx,            dx^    dx             dx^    dx     «ic,  / 

x'\  I  dx\  dx\ \ 

^i  \  dx     dxi  /  ' 

qui  auront  lieu  dans  toute  l'étendue  de  la  face  supérieure  F",. 

D'ailleurs,   comme  x\  ne  renferme  point  la  variable  .t,  ,   la 
dernière  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

tir's  dx'\      x\ 
dx     dxy       ^» 

d'où  nous  conclurons  • 

Cette   dernière ,   différentiée  par  rapport  à  a?  et  à  Xi ,  nous 
donnera 

^  x",    /  dw  div   dx",\ 

.      ^.  (s  +  s;ir)  =  °' 

,  ^  a;"»   /  dw  dw   dx'\  \  -,  ,^      ..  - 

dont  la  combinaison ,  avec  la  seconde  des  trois   équations  ci- 
dessus,  conduit  à     -u-i'it   .a;  i   '.■  t^ii  /l't;    '|(-;   ,  ;.  :ii:;;>m(;    ntn:^ 

■    '  X  i  ail)  X  t   dw  '      X  t  dw  *•*  .^ 

Nous  pourrons  encore  difFérentier  ces  dernières  par  rapport  à 
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a;  et  à  a:, ,  et  comparer  les  résultats  avec  ceux  déjà  trouvés,  et 
ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  nous  arriverons  à  conclure  que 

Toutes  les  dérivées  de  w,  d'un  ordre  quelconque,  doivent  se 
réduire  à  zéro  toutes  les  fois  que  l'on  remplacera  x^  par  x'^ , 
c'est-à-dire,  toutes  les  fois  qu'il  s'agira  d'un  point  de  la  face  F",, 

3°  Les  trois  termes  suivants  de  l'équation  aux  variations  de 
l'article  i55  nous  donneront 

^  x',     d*w 

x'i  /  d^x'i  dw  dx\  dw    dx\  dw    dx\  dx\  \ 

^»  \  dxdx^  dx   dxi  (ic,     dx  dx^    dx     dx,  )  ' 

x\  I  dx\   dx\\ 

^«  \  dx     dxi  ) 

qui  auront  lieu  pour  tous  les  points  de  la  face  inférieure  F',  et 
qui  fourniront  des  conclusions  analogues  aux  précédentes. 
4°  Les  huitième  et  neuvième  termes  nous  donneront 

x'\     d*w  x\    dw 

^1    dxdxj  '  ^1    da;,  ' 

qui  auront  lieu  pour  tous  les  points  de  la  face  cylindrique  F", , 
et  sur  lesquels  nous  nous  arrêterons  un  moment. 
Faisons  pour  abréger 

^itntim  lufi  îîOf7  ^  '  w  =^'P,      7^'  —  =0, 

en  les  difiPérentiant  par  rapport  à  a;,,  et  observant  que  x\  ne 
renfermant  pas  cette  variable,  on  a  -— ^  =  o,  nous  trouverons 

*  dx, 

x\   dw  dp  x",    dtv  dQ 

^1    ctr,  dXf  ^1    dx,  dx, 

dont  la  comparaison  avec  les  équations  ci-dessus  nous  montre 
que  -—  =  o  et  —  =  o,  cest-a-dire  que  les  fonctions  r  et  Q  ne 


126  RECHERCHES 

doivent  pas  renfermer  la  variable  x^-^  mais  alors,  en  désignant 

par  q  une  fonction  quelconque,  nous  aurons  identiquement 


D'un  autre  côté,  les  quatorzième  et  quinzième  termes  nous 
donneront 

.  x"i   .  x\  -  x"i    .  x\  dw 

1    '  1      w  =  o,      7      7— =o, 

dont  les  premiers  membres  seront  égaux  aux  précédents,  si,  par 
*  cas,  on  a  pris  pour  q  une  valeur  convenable  (article  35);  nous 
pouvons  donc  conclure  que  l'on  doit  avoir  P  =  o  et  Q  =  o , 
c'est-à-dire 

x"i  x'\  dw 

I  ^    M-'  =  9,<  .   et  7  ^    —  =  o. 

*i  i ■>  •  -- ..  ^1    dx 

En  partant  de  ces  difFérenles  équations  et  en  les  différentiant 
successivement  une  ou  plusieurs  fois,  par  rapport  aux  variables  x 
et  Xi,  nous  arriverons  encore  à  la  conclusion  que         ùuru- 

Pour  tous  les  points  de  la  face  cylindrique  F"i ,  la  fonction  w 
et  toutes  ses  dérivées  doivent  se  réduire  à  zéro  comme  pour  les 
faces  déjà  considérées. 

5"  Les  dixième  et  onzième  termes  de  l'équation  aux  variations 
nous  donneront  encore 

^  x'i     d^w  ^  x\   dw 

qui  se  rapportent  aux  points  de  la  face  cylindrique  F'i ,  et  d'où 
nous  pourrions  tirer  des  conclusions  analogues  aux  précédentes. 
6°  Les  deux  termes  suivants  nous  donneront 

^  x"      d^w  ^  x      d^w 

Ki—r=o,      7     —-—=0, 

*    dxidx^  ^    dxidx. 
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qui  se  rapportent,  la  première  aux  points  de  la  face  plane  F",  et 
l'autre  à  ceux  de  la  face  plane  F'. 

Par  des  procédés  analogues  aux  précédents,  et  au  moyen  des 
équations  données  par  quelques-uns  des  termes  suivants  de  l'é- 
quation aux  variations ,  nous  pourrons  en  déduire  encore  que 

Pour  tous  les  points  de  ces  deux  faces  comme  pour  ceux  des 
précédentes,  la  fonction  w  et  toutes  ses  dérivées  partielles  doivent 
se  réduire  à  zéro. 

7"  Enfin,  les  autres  termes  donneraient 

-  a?',   -  x\  dw  ^  oc",      x"t  x\      x\  dw  x'\      x\ 

11      —=o,i       I      w  =  o,1      7      —=0,7      7     w  =  o, 

x',   ^  «",  dto  ^  x'i    -  x"i  -  x'i   ^  x',  dw  ^  x\   ^  x  , 

1    '7      — =o,7       7      w  =  o,1      7      — =o,  7       7      ty  =  o, 

x^         x^     ^  '        X,         X,  '        X,         X,     j^  '        X,         X,  "^  ' 

-  x"     .  x,   dw  .  x"       x"j  -  x"       x'j  dw  .  x"    ^  x', 

^         ^>    <ir,  'XX,  ^        ^i  tix,  '       X         Xj  ' 

„  x         x",  -  ^'    -  ar'j 

7'"  7:'£:!==o,7:"  7!'w  =  o,  i:'  7:'«,  =  o,   7^'7''n.  =  o, 

X  Xi      ^  'XX,  'XX,  '  X  X,  ' 

qui  se  rapportent  aux  différentes  arêtes,  et 


': 

^:; 

X, 

o, 

7" 

X 

1"' 

X, 

^:> 

o. 

7'" 

X 

X, 

^x,  «^ 

o, 

X 

':; 

':> 

o. 

7^' 

X 

<■ 

O, 

7' 

X 

7^'' 

X, 

':>. 

o, 

':' 

':; 

Xj 

o. 

< 

<■ 

<> 

o, 

qui  se  rapportent  aux  huit  sommets. 

En  rapprochant  les  différentes  conditions  précédentes,  qui  se 
rapportent  aux  limites,  on  voit  qu'elles  se  réduisent  à  signifier 
que. 

Pour  tous  les  points  de  la  surface  du  corps  dont  il  est  question,  il 
faut  que  l'on  ait 

w  =  o. 
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157,  Si  Ja  forme  connue  du  corps  eût  été  comme  celle  d'un 
ellipsoïde,  telle  que  nous  l'avons  supposée  dans  le  premier  cas 
de  l'article  43 ,  l'équation  aux  variations  de  l'article  i  54  se  serait 
réduite  aux  sept  premiers ,  aux  seizième ,  dix-neuvième ,  vingt- 
deuxième  et  vingt-cinquième  termes. 

Nous  terminerons  cette  application  en  faisant  observer  que , 

1  1  111         j  '    •     '        du>      dw      dw        d^w  ,       _ 

dans  le  calcul  des  dérivées  —-,  -— ,  -—,  -r—r-,   etc.   la  lonction  v, 

dx      dxi      oxj      cucax, 

qui ,  par  hypothèse ,  entre  dans  la  composition  de  w ,  doit  être 
traitée  comme  une  fonction  des  variables  x,  Xi,  x^.  Comme  la 
solution  complète  de  la  question  que  nous  venons  de  traiter  n'est 
point  l'objet  de  nos  recherches,  nous  ne  croyons  pas  nécessaire 
de  développer  les  équations  qui,  en  ayant  égard  à  cette  considé- 
ration, devraient  remplacer  celles  que  nous  avons  données,  et 
dont  elles  ne  seraient  qu'une  simple  transformation. 


ERRATUM. 

Partout  où  l'on  trouvera  z  comme  indice ,  on  doit  remplacer  celte  lettre  par  X  : 
c'est  ce  qui  doit  avoir  lieu  notamment  aux  pages  34,  35-38. 
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